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Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã.

Âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé ïðåäëàãàåòñÿ êóðñ ëåêöèé, ïðî÷èòàííûé ñòó-
äåíòàì Ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà – Âûñøåé øêîëû ýêîíîìèêè.
Ýòîò êóðñ áûë çàïèñàí ñòóäåíòàìè ñ ïîìîùüþ äèêòîôîíà è çàòåì ðàñ-
øèôðîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñïåêòà. Äëÿ äàííîé ïóáëèêàöèè òåêñò
áûë îòðåäàêòèðîâàí è çíà÷èòåëüíî ðàñøèðåí, íî â íåì ñîõðàíåíà íåêî-
òîðàÿ «æèâîñòü», ïðèñóùàÿ ðàçãîâîðíîé ðå÷è, è íå ñâîéñòâåííàÿ äëÿ
ïèñüìåííîé, àêàäåìè÷íîé ìàíåðû èçëîæåíèÿ. Òàêæå ñîõðàíåíà ðàçáèâ-
êà íà ëåêöèè, ÷òî ìîæåò äàòü îðèåíòèð ÷èòàòåëþ-ïðåïîäàâàòåëþ. Ïî-
ñêîëüêó ìàòåðèàë êóðñà ïëàíèðóåòñÿ ðàçìåñòèòü â ÷åòûðåõ âûïóñêàõ
æóðíàëà, òðàäèöèîííàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë äëÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê
íå èñïîëüçóåòñÿ.

Â ïðàêòèêó îòå÷åñòâåííûõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé êóðñ «Àíà-
ëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ» ïðè ïîäãîòîâêå ýêîíîìèñòîâ âîøåë òîëüêî â ïîñ-
ëåäíåå âðåìÿ, è, çà÷àñòóþ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé «ìåõàíè÷åñêîå» ïåðå-
íåñåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî êóðñà äëÿ èíæåíåðíûõ ñïåöèàëüíîñòåé. Íå-
ñìîòðÿ íà îáøèðíîñòü íàó÷íîé è ó÷åáíîé ëèòåðàòóðû ïî âûøåóêàçàí-
íîé òåìàòèêå íà èíîñòðàííûõ ÿçûêàõ, íà ðóññêîì ÿçûêå îòñóòñòâóåò
íå òîëüêî ñâÿçíîå èçëîæåíèå, íî è ïðèãîäíîå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â
ó÷åáíîì ïðîöåññå íà ìàãèñòåðñêîì óðîâíå îïèñàíèå îòäåëüíûõ ôðàã-
ìåíòîâ ïðåäëàãàåìîãî êóðñà, çà èñêëþ÷åíèåì ïîäõîäà Áîêñà–Äæåí-
êèíñà ïî ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé òèïà ARIMA. Âñòðå÷àþùèåñÿ â îòå÷å-
ñòâåííîé ïåðèîäèêå ñòàòüè, àíàëèçèðóþùèå âðåìåííûå ðÿäû äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïåðåõîäíîé ýêîíîìèêè Ðîññèè, èçîáèëóþò áîëüøèì ÷èñ-
ëîì îøèáîê â ïðèìåíåíèè ýòèõ ìåòîäîâ.

Â ýòîò âûïóñê «Ýêîíîìè÷åñêîãî æóðíàëà ÂØÝ» âîøëà ÷àñòü êóð-
ñà, ïîñâÿùåííàÿ ñòàöèîíàðíûì âðåìåííûì ðÿäàì, íàèáîëåå ïîëíî ïðåä-
ñòàâëåííàÿ â ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì ÿçûêå. Â ïîñëåäóþùèõ âûïóñêàõ
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäõîä Áîêñà-Äæåíêèíñà, íåñòàöèîíàðíûå âðåìåííûå
ðÿäû òèïà TS è DS, òåñòèðîâàíèå íàëè÷èÿ åäèíè÷íîãî êîðíÿ, êîèíòåã-
ðàöèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ, ìîäåëü êîððåêöèè îòêëîíåíèÿìè äëÿ ñòàöèî-
íàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ ðåãðåññîðîâ, ìîäåëè âåêòîðíîé àâòîðåãðåññèè
è èõ ñâÿçü ñ êîèíòåãðàöèåé, ìîäåëè ñ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ.

Àíàëèç âçàèìîñâÿçåé ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå âðåìåí-
íûõ ðÿäîâ, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â
îáëàñòè ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè, ïåðåõîäíîé ýêîíîìèêè, ýêîíîìåòðèêè ôè-
íàíñîâûõ ðûíêîâ. Â êîíöå 1980-õ–íà÷àëå 1990-õ ãã. áûëî îñîçíàíî, ÷òî òîëüêî ó÷åò
___________________________
Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã. – ïðîôåññîð, ê. ôèç.-ìàò. í., ïðîðåêòîð ÃÓ–ÂØÝ, çàâ. êàôåäðîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìåòðèêè.
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âðåìåííîé ñòðóêòóðû äàííûõ î ðåàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ïîçâîëÿåò
àäåêâàòíî îòðàçèòü èõ â ìàòåìàòè÷åñêèõ è ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Îñîçíàíèå
ýòîãî ôàêòà ïðèâåëî êàê ê ðåâèçèè ìíîãèõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ òåîðèé è ïîñòðîå-
íèé, òàê è ê áóðíîìó ðàçâèòèþ ñïåöèôè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà òàêèõ äàííûõ.
Çíàíèå ýòèõ ìåòîäîâ è ñïîñîáîâ ïðèìåíåíèÿ èõ ê àíàëèçó êîíêðåòíûõ ýêîíîìè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåîáõîäèìîé ñîñòàâëÿþùåé ïîäãîòîâ-
êè ýêîíîìèñòîâ-èññëåäîâàòåëåé (àíàëèòèêîâ) íà ìàãèñòåðñêîì óðîâíå.

Ðàçðàáîòàííûå äëÿ öåëåé ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ìåòîäû àíàëèçà íå-
ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò íàøåäøèõ øèðî-
êîå ïðèìåíåíèå â òåõíèêå è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïðèåìîâ ðàáîòû ñî ñòàöèîíàðíûìè
ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Â ñèëó ñëîæíîñòè èññëåäóåìûõ ÿâëåíèé ýòè ìåòîäû
ïðåäúÿâëÿþò ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé, ýêîíîìåòðè÷åñêîé ïîäãî-
òîâêå ñòóäåíòîâ è ê èõ çíàíèÿì ñîâðåìåííûõ ïîäõîäîâ ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè.

Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì. Â òåõíè÷åñ-
êèõ ïðèëîæåíèÿõ àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ñîïðîâîæäàåòñÿ çíà÷èòåëüíîé äîëåé òàê íàçûâàåìîãî «data mi-
ning». Â ñîâðåìåííîé ýêîíîìèêå çíà÷èòåëüíî áîëüøåå ìåñòî çàíèìàåò îöåíèâàíèå
äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, îòðàæàþùèõ êðàòêîñðî÷íûå è äîëãîñðî÷íûå ñâÿçè ìåæäó
ýêîíîìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè.

Ëåêöèÿ 1

Óæå â íà÷àëüíîì êóðñå ýêîíîìåòðèêè ïðè èçó÷åíèè àâòîêîððåëÿöèè ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ âèäà ttt xx ερ += −1 . Çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ýêîíîìè÷åñêîé

ïåðåìåííîé çàâèñÿò îò åå æå çíà÷åíèé â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè, îò åå çíà-
÷åíèé ñ ëàãîì – ñäâèãîì ïî âðåìåíè íà îäèí øàã íàçàä. Âêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ ñ
ëàãîì â ýêîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àåò ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå â «ôè-
ëîñîôèè» ìîäåëèðîâàíèÿ. Åñëè â îáû÷íûõ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëÿõ çíà÷åíèÿ
îäíîé ïåðåìåííîé çàâèñÿò îò îäíîâðåìåííûõ çíà÷åíèé äðóãèõ ïåðåìåííûõ, òî
åñòü îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, òî íàëè÷èå ïåðåìåííûõ ñ
ëàãîì îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî åå òåêóùèì ñî-
ñòîÿíèåì, íî è òðàåêòîðèåé, ïî êîòîðîé ñèñòåìà ïðèøëà â ýòî ñîñòîÿíèå. Ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîãî òèïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íå ôóíêöèþ îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ, à ôóíêöèîíàë îò òðàåêòîðèè (òðàåêòî-
ðèé) ýêîíîìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ýëåìåíòàìè òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ
òðàåêòîðèè: ìíîæåñòâà äàííûõ }{ Ttxt ∈, , ãäå Ò – íåêîòîðîå ñ÷åòíîå èëè êîíòèíó-

àëüíîå ìíîæåñòâî. Ìîäåëèðîâàíèå çàâèñèìîñòåé âèäà )( ttt xfy ε,= , ãäå x è y åñòü
äàííûå òèïû òðàåêòîðèé, ïðèâîäèò ê ñèòóàöèè, êîãäà îáû÷íûå ïðèåìû ðåãðåññèîí-
íîãî àíàëèçà íå äàþò ïðèåìëåìûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Êóðñ «Àíàëèç âðåìåííûõ
ðÿäîâ» ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà òàêèõ çàâèñèìîñòåé.

Èñòîðèÿ èñïîëüçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé íà÷àëàñü,
ïîæàëóé, ñ Ëóè Áàøåëüå, êîòîðûé â 1900 ã. â ñâîåé äèññåðòàöèè [1] îïèñàë äèíà-
ìèêó ïîâåäåíèÿ ôðàíöóçñêèõ ãîñóäàðñòâåííûõ îáëèãàöèé, ñõîæóþ ñ áðîóíîâñêèì
äâèæåíèåì, èçâåñòíûì èç ôèçèêè.

Â 1984 ã. Íåëüñîíîì è Êàíãîì [5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå òèïû òðàåê-
òîðèé (â ÷àñòíîñòè ñâÿçàííûå ñî ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì) ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî
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ðåãðåññèè, ïîëó÷àåìûå îáû÷íûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ÿâëÿþòñÿ êàæó-
ùèìèñÿ (spurious). Â 1987 ã. Íåëüñîí è Ïëîññåð [6] ïîêàçàëè, ÷òî ïî÷òè âñå èñòî-
ðè÷åñêèå ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ðÿäû ÑØÀ îòíîñÿòñÿ èìåííî ê ýòîìó òèïó. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ çíà÷èìûìè, ñòàíäàðòíûå òåñòû
ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà íå äèàãíîñòèðóþò íàðóøåíèé ïðåäïîñûëîê êëàññè÷åñêîé
ìîäåëè, íî, òåì íå ìåíåå, íèêàêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè ïîêàçàòå-
ëÿìè íåò. Ïîçæå ìû îáñóäèì, êàê îíè ýòî ïîêàçàëè è ÷òî ñëåäóåò èç èõ ðåçóëüòà-
òîâ. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ óñòàíîâèëè, ÷òî èñòîðè÷åñêèå ðÿäû ìàêðîýêîíîìè-
÷åñêèõ äàííûõ ÑØÀ îòíîñÿòñÿ èìåííî ê òîìó êëàññó òðàåêòîðèé, êîòîðûé ïîðîæ-
äàåò êàæóùèåñÿ ðåãðåññèè. Ýòè ôàêòû çàñòàâèëè ïåðåñìîòðåòü âñå äî òåõ ïîð ïî-
ëó÷åííûå ýêîíîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è âðåìåííûå ðÿäû

Â êóðñå ýêîíîìåòðèêè ðÿä ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì,
êîòîðûå åñòåñòâåííî íàçâàòü àâòîðåãðåññèîííûìè (autoregressive). Â ÷àñòíîñòè, ïðè
óñòðàíåíèè àâòîêîððåëÿöèè áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå tttt XYY εγβα +⋅+⋅+= −1 . Â

íåì â êà÷åñòâå îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé ïîÿâèëàñü ïåðåìåííàÿ Y ñ çàïàçäûâà-
íèåì, ò.å. ðåãðåññèÿ ïåðåìåííîé íà ñàìó ñåáÿ – èìåííî ïîýòîìó òàêîå óðàâíåíèå
è íàçâàëè àâòîðåãðåññèîííûì.

Êðîìå òîãî, â êóðñå ýêîíîìåòðèêè ðàññìàòðèâàëèñü ìîäåëè ñ ðàñïðåäåëåí-
íûìè ëàãàìè (distributed lag models), â êîòîðûõ îáúÿñíÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ Õ òàê-
æå ïðèñóòñòâóåò ñ çàïàçäûâàíèåì: ttttt XXYY εγγβα ++⋅+⋅+⋅+= −− ...1101 . Â ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ ìîæíî çàïèñàòü: )0[1 ]]{( tTtXYfY ttt ,,,;, ∈∈= −− τττ . Âàæíî, ÷òî

òåïåðü â ìîäåëü âõîäèò íå òîëüêî ïî îäíîìó íàáëþäàåìîìó çíà÷åíèþ ïåðåìåí-
íûõ X è Y, à ñîâîêóïíîñòü íàáëþäåííûõ çíà÷åíèé (òðàåêòîðèÿ). Ïðè÷åì ïî ñàìî-
ìó ñìûñëó ìû íå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êàæäîé èç ïå-
ðåìåííûõ íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå. Èìåííî õàðàêòåð
èõ çàâèñèìîñòè çàñòàâëÿåò íàñ ðàññìàòðèâàòü òàêóþ ìîäåëü. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå
ñëó÷àè òàêîãî ðîäà ìîäåëåé óæå ðàññìàòðèâàëèñü â êóðñå ýêîíîìåòðèêè, à òå-
ïåðü íàøà çàäà÷à – èçó÷èòü îáùóþ áàçó èõ ïîñòðîåíèÿ. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ
îñíîâíûõ ïîíÿòèé.

Ìû áóäåì íàçûâàòü âðåìåííûì ðÿäîì (time series) ñîâîêóïíîñòü íàáëþäå-
íèé ýêîíîìè÷åñêîé âåëè÷èíû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðè ýòîì íàáëþäå-
íèå ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü ýêîíîìè÷åñêóþ âåëè÷èíó â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè,
òî åñòü áûòü òèïà çàïàñà (íàïðèìåð öåíà, ñòàâêà ïðîöåíòà), èëè – õàðàêòåðèçî-
âàòü ïðîìåæóòîê âðåìåíè, òî åñòü áûòü òèïà ïîòîêà (íàïðèìåð ÂÂÏ, ïðîäóêöèÿ
ïðîìûøëåííîñòè, ïîñòóïëåíèÿ íàëîãîâ). Êàê îáû÷íî â ýêîíîìåòðèêå, ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü âðåìåííîé ðÿä êàê âûáîðêó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí tX , ãäå t ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî Т. Èíîãäà ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò 0 äî Т. Ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
]}1[{ TtX t ,, ∈  ìû áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíûì ñëó÷àéíûì èëè ñòîõàñòè÷åñêèì

ïðîöåññîì. Ïîñêîëüêó â íàøåì êóðñå âñå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû áóäóò äèñêðåòíû-
ìè, â äàëüíåéøåì ýòî ñëîâî áóäåì îïóñêàòü.

Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ «äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ» ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðîé ôóíêöèåé âðåìåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ êàê ñëó÷àé-
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íóþ ôóíêöèþ âðåìåíè X(t). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t çíà÷åíèå ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî ïðîöåññà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòî êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ýòè äâà ýêâèâà-
ëåíòíûõ ïîäõîäà ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ êàê ôóíêöèþ
äâóõ ðàçíîðîäíûõ âåëè÷èí, ñëó÷àÿ è ìîìåíòà âðåìåíè: )( tX ,ω . Ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì ñëó÷àå ó íàñ åñòü íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ïåðâîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, âòîðîé, òðåòüåé è òàê äàëåå, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ðåàëèçàöèåé
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ãîâîðÿò, ÷òî íàáëþäàåìûé âðåìåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðåàëè-
çàöèåé ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà, èëè âðåìåííîé ðÿä ïîðîæäàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì
ïðîöåññîì. ×àñòî èìååò ñìûñë òðàêòîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ]}1[{ TtX t ,, ∈  êàê

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè }210{ ,...,,, ±±=tX t  è èìåí-

íî ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçâàòü ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì, ïîðîæäàþùèì íà-
áëþäåííûå äàííûå. Êàê ïðàâèëî, â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, â
êóðñå ïîä ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì ïîíèìàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

}210{ ,...,,, ±±=tX t . Åñëè t ïðîáåãàåò íåïðåðûâíûé îòðåçîê âðåìåíè, à èíîãäà àíàëè-

òè÷åñêè óäîáíåå ðàáîòàòü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, òî )( tX ,ω  íàçûâàþò ñëó÷àé-
íûì ïðîöåññîì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü çíà÷åíèÿ ðåàëèçà-
öèè è ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ îäíèìè è òåìè áóêâàìè, íàïðèìåð tX . Îáû÷íî ýòî íå

ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì. Â ýêîíîìèêå ìû ÷àùå âñåãî âñòðå÷àåìñÿ, êîíå÷íî, ñ
äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Ïðèìåðû âðåìåííûõ ðÿäîâ: ÂÂÏ ñ 1921 ïî 1991 ãã. â íåêî-
òîðîé ñòðàíå, ïîìåñÿ÷íûå çíà÷åíèÿ èíôëÿöèè, ïîêâàðòàëüíûé îáúåì ïðîèçâîäñò-
âà, ôîíäîâûé èíäåêñ èëè êóðñ íåêîòîðîé àêöèè.

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûé äèñêðåòíûé ïðîöåññ )( tX ,ω  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâî-
êóïíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî åãî íàèáîëåå ïîëíîé ñòàòèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñ-
òèêîé ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (åñëè ïëîòíîñòü ñóùåñòâóåò). Êîãäà ó íàñ áûëî 2 ñëó÷àéíûõ âåëè÷è-
íû, ìû ãîâîðèëè, ÷òî òàêîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ (èëè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ). Ïðè ðàññìîòðåíèè âðåìåííîãî ðÿäà ÷èñëî
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âåëèêî è ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì. Ïîýòîìó, ñòðîãî ãîâîðÿ,
÷òîáû çàäàòü âñå âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ýòîé êîíñòðóêöèè, íàì íóæíà ñîâîêóï-
íîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, à èìåííî îäíîìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ,
äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è òàê äàëåå: ;...,,;,; )()()(

321211
321 tttttt xxxfxxfxf

Èíäåêñû ó âåëè÷èí 
1
tx  è 

2
tx  îçíà÷àþò, ÷òî îäíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàññìàòðè-

âàåòñÿ â ìîìåíò 1t , âòîðàÿ – â ìîìåíò 2t  è òàê äàëåå, è ó íèõ åñòü ñîâìåñòíàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ìû âîçüìåì äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè, òî, âîîáùå ãî-
âîðÿ, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò äðóãàÿ. Òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ýòà ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé
ñîãëàñîâàíà ìåæäó ñîáîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Êàæäóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ðàçìåðíîñòè n ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè n+1. Äëÿ
ýòîãî íàäî ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïî âñåì çíà÷åíèÿì
îäíîé èç ïåðåìåííîé.

Ñòîèò çàäóìàòüñÿ, êàê ìû äàëüøå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó ìàòåìàòè÷åñêóþ
êîíñòðóêöèþ? Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé íàøà ýêîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèòó-
àöèÿ îñòàëàñü íåèçìåííîé. À èìåííî, êàê ïðàâèëî, èìååòñÿ îäíà åäèíñòâåííàÿ
ðåàëèçàöèÿ âðåìåííîãî ðÿäà, è ÿñíî, ÷òî ãîâîðèòü îá îöåíèâàíèè ñîâîêóïíîñòè
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âñåõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âîîáùå íèêîãäà íå ïðèõîäèòñÿ. È, âî-âòîðûõ, ïîêà
íà èíòóèòèâíîì óðîâíå, åñëè ïðîöåññ âåäåò ñåáÿ òàê, ÷òî åãî îñíîâíûå ñòàòèñòè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñî âðåìåíåì ìåíÿþòñÿ, òî ìû ïî êîðîòêîìó êóñî÷êó íà-
øèõ íàáëþäåíèé âîîáùå íè÷åãî íå ñìîæåì ñêàçàòü î íåì. Èëè íàì ÷òî-òî åùå
íóæíî çíàòü äîïîëíèòåëüíî, ñâåðõ íàáëþäåíèé. Ïîýòîìó, ÷òîáû íåñêîëüêî ñíÿòü
îñòðîòó ýòîé ïðîáëåìû, ìû áóäåì ãîâîðèòü î áîëåå óçêîì êëàññå ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ, êîòîðûå ìû íàçîâåì ñòàöèîíàðíûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè.

Îáúåêòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ áóäóò íå òîëüêî ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû, õî-
òÿ ýòî îäèí èç ñàìûõ âàæíûõ êëàññîâ. Ïîä ñòàöèîíàðíîñòüþ ìû áóäåì ïîíèìàòü,
÷òî ó ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íåêîòîðûå ñâîéñòâà íå ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü 2 òèïà ñòàöèîíàðíîñòè.

Ñòðîãàÿ ñòàöèîíàðíîñòü, èëè ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì ñìûñëå.
Ìû áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñòðîãî ñòàöèîíàðíûì, åñëè ñäâèã

âî âðåìåíè íå ìåíÿåò íè îäíó èç ôóíêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî çíà÷èò,
÷òî åñëè êî âñåì ìîìåíòàì âðåìåíè ïðèáàâèòü íåêîòîðóþ (öåëî÷èñëåííóþ) âåëè-
÷èíó, òî ñàìà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íå èçìåíèòñÿ, )()(

11
∆+∆+=

nn ttnttn xxfxxf ,...,...  äëÿ

âñåõ n, ìîìåíòîâ âðåìåíè ntt ,...1 è öåëî÷èñëåííûõ .∆
Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ýòî îïðåäåëåíèå íå òîëüêî â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ, íî è â òåðìèíàõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ íå ñóùåñòâóþò. Èíîãäà ýòîò òèï ñòàöèîíàðíîñòè íàçûâàþò ñèëüíûì.

Ñëåäñòâèÿ.
Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ñëó÷àéíûé ïðîöåññ åñòü ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, òî äëÿ êàæäîé èç íèõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òå õàðàêòåðèñòèêè, ñ êî-
òîðûìè ìû ðàáîòàëè ãîðàçäî ÷àùå, ÷åì ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, à èìåííî
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è òàê äàëåå. Ðàçóìååòñÿ, îíè íå îáÿçàíû
ñóùåñòâîâàòü, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ
èíòåãðàëîâ, íå îãîâàðèâàÿ ýòî âñÿêèé ðàç îòäåëüíî.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû tX  ðàâíî µ=⋅= ∫
+∞

∞−

dzzfzXE t )(1}{ , åñëè ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Åñëè ïðîöåññ

ñòàöèîíàðíûé, òî êàêîé áû ìîìåíò âðåìåíè t ìû íå âçÿëè, ïîäûíòåãðàëüíîå âû-
ðàæåíèå íå ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

1-îå ñëåäñòâèå: åñëè ïðîöåññ ñòðîãî ñòàöèîíàðíûé, òî åãî ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî åñëè ñâîéñòâà ñòàöèî-
íàðíîñòè íåò, òî â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæåò áûòü ðàçíîå ïî âåëè÷èíå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ äèñïåðñèè ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà:
2)()( σ== tt XVXVar .

2-îå ñëåäñòâèå: äèñïåðñèÿ ñòðîãî ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè îäèíàêîâà.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà â ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ âðåìåíè ÿâëÿ-
þòñÿ çàâèñèìûìè ìåæäó ñîáîé, òî èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü âåëè÷èíó

)(
21

tt XXCov , . ∫∫ ⋅⋅⋅−⋅−= .,,
21212121

)()()()( 2 tttttttt dxdxxxfxxXXCov µµ  Â ýòîì èíòåãðàëå

ìû ìîæåì ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ è óâèäèì, ÷òî, áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó ñòà-
öèîíàðíîñòè, èíòåãðàë íå èçìåíèòñÿ ïðè ñäâèãå âðåìåíè íà τ âïåðåä èëè íà τ íà-
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çàä. Ñëåäîâàòåëüíî, êîâàðèàöèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèÿ íå äâóõ ïå-
ðåìåííûõ: t1 è t2, à – åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé: ðàçíîñòè (t1-t2). Ñîâîêóïíîñòü
çíà÷åíèé êîâàðèàöèé ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìîìåíòàìè
âðåìåíè íàçûâàåòñÿ àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

3-å ñëåäñòâèå: àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿ-
äà çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè (t1-t2).

Èñïîëüçóÿ äëÿ àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè îáîçíà÷åíèå γ, ïîëó÷èì
2)()0(

11
σγ == tXXCov t , . Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ )(τγ  êàê âñåâîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ àâòîêîâàðèàöèé, ãäå τ ïðîáåãàåò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ îò -∞ äî ∞. Ïî-
ñêîëüêó î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íå-
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ τ. Ìîæíî ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò

êîððåëÿöèè ìåæäó ðàçäåëåííûìè íà τ çíà÷åíèÿìè âðåìåííîãî ðÿäà 
)0(
)()(

γ
τγτρ = .

(Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè – ýòî êîâàðèàöèÿ, ðàçäåëåííàÿ íà êîðåíü èç ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõ äèñïåðñèé, íî ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ ïîñòîÿííà, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîñòî
σ2 èëè γ(0).) Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ âðåìåí-
íîãî ðÿäà. Îíà ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìû çíà÷åíèÿ âðåìåí-
íîãî ðÿäà ïðè ðàçëè÷íûõ ñäâèãàõ âðåìåíè, òî åñòü ñ ðàçíèöåé â ãîä (äëÿ ãîäîâûõ
äàííûõ) èëè â äâà ãîäà è òàê äàëåå.

Èòàê, ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìû ïîëó÷èëè, çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.
Åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí â óçêîì ñìûñëå, òî ó íåãî:
• ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå çàâèñèò îò âðåìåíè;
• äèñïåðñèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè;
• àâòîêîâàðèàöèîííàÿ è àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè: à) çàâèñÿò òîëüêî

îò ñäâèãà, îò ðàçíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè; á) ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè ôóíêöèÿìè.
Èñïîëüçóåì ýòè ñâîéñòâà äëÿ âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè.
Ñëàáàÿ ñòàöèîíàðíîñòü, èëè ñòàöèîíàðíîñòü â øèðîêîì ñìûñëå.
Åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ òàêîâ, ÷òî ó íåãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-

ïåðñèÿ ñóùåñòâóþò è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, à àâòîêîððåëÿöèîííàÿ (àâòîêîâà-
ðèàöèîííàÿ) ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè çíà÷åíèé (t1-t2), òî òàêîé ïðî-
öåññ ìû íàçîâåì ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå, èëè ñëàáî ñòàöèîíàðíûì.
Ñóùåñòâóåò åùå îäíî íàçâàíèå ïðîöåññà ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè – ñòàöèîíàðíûé â
êîâàðèàöèÿõ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Âñÿêèé ñòðîãî ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ
ñëàáî ñòàöèîíàðíûì, îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî, íàïðèìåð òðåòèé öåíò-
ðàëüíûé ìîìåíò ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè. Íå çðÿ ýòè òåðìèíû ïîäîáðàíû òàê,
à íå íàîáîðîò. Äëÿ î÷åíü âàæíîãî êëàññà íîðìàëüíûõ ïðîöåññîâ äâà ýòè îïðåäå-
ëåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ýêâèâàëåíòíû. Ìû íàçîâåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íîðìàëü-
íûì èëè ãàóññîâûì, åñëè âñå åãî ìíîãîìåðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëü-
íû. Ïîñêîëüêó ìíîãîìåðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî âåêòîðà ëþáîãî
ïîðÿäêà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è êîâà-
ðèàöèîííîé ìàòðèöåé, òî äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èç ñëàáîé ñòàöèîíàð-
íîñòè ñëåäóåò ñèëüíàÿ ñòàöèîíàðíîñòü.

È ïîñëåäíåå ñâîéñòâî àâòîêîððåëÿöèîííîé èëè àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíê-
öèè. Çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Åñëè

ìû ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó âèäà: ∑∑
==

−−
N

ji
ji

N

ji
ji zjizzjiz
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îíà áóäåò íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N. Äîêà-
çàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

∑
=

−
N

ji
ji zjiz

1

)(
,

γ  ðàâíà äèñïåðñèè ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè ∑
=

N

i
ii Xz

1

. Êîãäà ìû áóäåì ñòðî-

èòü îöåíêè àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè,
òî íàì íàäî áóäåò ïîñòðîèòü èõ òàê, ÷òîáû
ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿëîñü. Ãðàôèê ôóíê-
öèè )(τρ  íîñèò íàçâàíèå êîððåëîãðàììû.
Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïî ìîäóëþ ìåíü-

øå åäèíèöû, ïîýòîìó 1)( ≤τρ . Èíîãäà ýòîò

ãðàôèê ïðåäñòàâëÿþò â âèäå, êàê åñëè áû
ôóíêöèÿ )(τρ  áûëà îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ, à

íå òîëüêî öåëî÷èñëåííûõ τ  (ñì. ðèñ. 1).
Ïîñëå òîãî, êàê ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè è õàðàêòåðèñòè-

êàìè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ, ñ êîòîðû-
ìè ÷àñòî áóäåì èìåòü äåëî.

1. Ïðîöåññ εt, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû Ãàóññà-Ìàðêîâà. Ýòî îç-

íà÷àåò, ÷òî jiCovVarE jitt ≠=== при0)()(0)( 2 εεσεε ,;; . Ýòîò ïðîöåññ çàâåäîìî

ñëàáî ñòàöèîíàðåí èëè ñòàöèîíàðåí â øèðîêîì ñìûñëå. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòîò
ïðîöåññ áåëûì øóìîì (white noise). Åñëè äîáàâèòü åùå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

iε  ðàñïðåäåëåíû â ñîâîêóïíîñòè íîðìàëüíî, òî ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí òàêæå è â óçêîì

ñìûñëå. Ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ãàóññîâûì áåëûì øóìîì è ïèñàòü )0( 2σε ,~ WNе .

Áåëûé øóì èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü ïðè àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ è ïîðîæäà-
åò áîëåå ñëîæíûå ïðîöåññû. Èíîãäà òî, ÷òî ìû îïðåäåëèëè, ìîãóò íàçâàòü ñëàáûì
áåëûì øóìîì, è íàçâàòü ñèëüíûì áåëûì øóìîì, åñëè çàìåíèòü òðåáîâàíèå íå-
êîððåëèðîâàííîñòè òðåáîâàíèåì íåçàâèñèìîñòè.

2. Ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (Random walk). Èíîãäà åãî íàçûâàþò áðî-
óíîâñêèì äâèæåíèåì. Ýòî ïðîöåññ, êîòîðûé çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ttt XX ε+= −1 , ãäå tε  – áåëûé øóì. Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àâòîðåã-

ðåññèþ ñ êîýôôèöèåíòîì 1. Ñàì òåðìèí «ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå» ïîÿâèëñÿ â íà-
÷àëå âåêà â ñâÿçè ñ øóòî÷íîé ïî ôîðìóëèðîâêå çàäà÷åé: åñëè â ÷èñòîå ïîëå âû-
ïóñòèòü ïüÿíîãî, òî ãäå åãî ñëåäóåò èñêàòü ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ? Ðåçóëüòàò –
åñëè ïüÿíûé áëóæäàåò ñëó÷àéíî, òî åãî íàäî èñêàòü íà òîì æå ìåñòå, òî åñòü â
ñðåäíåì ïüÿíûé îñòàíåòñÿ íà òîì æå ìåñòå.

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è àâòîêîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî åñòü íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷-
êà 0X . ttt XX ε+= −1  – ýòî îáû÷íîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå. Ëåãêî çàïèñàòü åãî îá-

ùåå ðåøåíèå: ∑
=

−−−−−− +=++++=++=
t

ttttttttt XXXX
0

021312
τ

τεεεεεε ... . Ìû âûïèñà-

ρ(τ)

t

1
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ëè ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå íå ÷åðåç ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ, à òîëüêî ÷åðåç íà÷àëü-
íîå çíà÷åíèå è ïðàâûå ÷àñòè, â êîòîðûõ ñòîèò áåëûé øóì.

constXEXEXEXE t

t

tt =+=+=+= ∑∑ −
=

− 0)()()(}{ 00
0

0 τ
τ

τ εε , òî åñòü ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñòàöèîíàðíîñòè. Ïîäñ÷èòàåì äèñïåðñèþ.

}{ 2

0

)()( ∑
=

−=
t

tt EXV
τ

τε . Åñëè ìû ðàñêðîåì ñêîáêè, òî óäâîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ ïîñëå

âçÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ áóäóò ðàâíû 0, è îñòàíåòñÿ òîëüêî ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû êâàäðàòîâ. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà äèñïåðñèè áåëîãî øóìà,

ïîëó÷èì 2)( εσ⋅= tXV t . Ñîìíîæèòåëü t ïîêàçûâàåò, ÷òî äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî áëó-

æäàíèÿ ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, áîëåå òîãî, îíà ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè.
Ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì, äàæå â øèðîêîì
ñìûñëå, òàê êàê äèñïåðñèÿ íå ïîñòîÿííà, îíà ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùóþ èíòåðåñíóþ îñîáåííîñòü. Ìû ìîãëè ýòî
æå óðàâíåíèå ïåðåïèñàòü â âèäå ttt XX ε=− −1 , èëè ttX ε=∆ , ââåäÿ ñòàíäàðòíîå

îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ âåëè÷èíû tX . Ïðèðàùåíèå, èëè ïåðâóþ ðàçíîñòü

(first difference) tX∆ , ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äðóãîé âðåìåííîé ðÿä, îáîçíà÷èì

åãî ÷åðåç zt, òîãäà zt=εt. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû âîçüìåì ïåðâóþ ðàçíîñòü íåñòà-
öèîíàðíîãî ðÿäà, òî â ðåçóëüòàòå ìîæåì ïîëó÷èòü íîâûé ðÿä, êîòîðûé áóäåò ñòà-
öèîíàðíûì. Çäåñü ýòî î÷åíü ïðîñòî, íî íà ñàìîì äåëå ýòî îäèí èç ñàìûõ ðàñïðî-
ñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ ïðèâåäåíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà ê ñòàöèîíàðíîìó.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ñî ñòàöèîíàðíûì ðÿäîì ðàáîòàòü ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì
ñ íåñòàöèîíàðíûì. Íî äàëåêî íå âñåãäà ýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè âåäóò ñåáÿ
ñòàöèîíàðíûì îáðàçîì. Èç ìàêðîýêîíîìèêè, äà è èç ñîáñòâåííîé æèçíè íàì çíà-
êîìû òðåíä â ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ, ñåçîííîå è öèêëè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýêîíîìè-
÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Íå ñëèøêîì ëè óçîê êëàññ ñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ?

Âûäåëèì èç èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà äâå ñîñòàâëÿþùèå: tt XtfY += )( ,

ãäå tX  – ñëó÷àéíàÿ, íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ÷àñòü, f(t) – äåòåðìèíèðîâàííàÿ ÷àñòü.

Ïîä «äåòåðìèíèðîâàííîé» ñîñòàâëÿþùåé ìû áóäåì ïîíèìàòü ñîñòàâëÿþùóþ, êî-
òîðóþ ìîæíî òî÷íî (ñ íóëåâîé äèñïåðñèåé) ïðåäñêàçàòü, èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ âñåõ (èëè ÷àñòè) ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé ðÿäà.

Äàâàéòå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, ÷òîáû ïîÿñíèòü, ÷òî èìååòñÿ â
âèäó. Ïðåäïîëîæèì, íàø ñëó÷àéíûé ðÿä
èìååò ñëåäóþùèé âèä: tt tY εβα +⋅+= . Ìû

óæå ðàññìàòðèâàëè òàêèå ìîäåëè, ýòî ðåã-
ðåññèÿ íà âðåìÿ t. Çäåñü t⋅+ βα  – äåòåðìè-
íèðîâàííàÿ ÷àñòü.

Åñëè âñå ýòî èçîáðàçèòü íà ãðàôèêå,
òî ïîëó÷èì òðåíä, âîêðóã êîòîðîãî ñîâåðøà-
åòñÿ íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå äâèæåíèå.

Åñëè εt ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðî-
öåññîì ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-

Ðèñ. 2.
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íèåì, òî tYЕ t ⋅+= βα)( . Çäåñü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàâèñèò îò t, íî ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ ε ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé.
Â 1938 ã. Wold [7] äîêàçàë ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò.
Äåêîìïîçèöèÿ èëè òåîðåìà Âîëüäà (Wold decomposition).
Ìû òîëüêî ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò è íå áóäåì åãî äîêàçûâàòü. Âîëüä

äîêàçàë, ÷òî ÷èñòî íåäåòåðìèíèðîâàííûé ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñëó-

÷àéíûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåì âèäå: ∑
∞

=
−⋅=−

0τ
ττ εψµ ttX ,

ãäå tµ  – ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîãî ïðîöåññà, à jε  – áåëûé øóì ñ êîíå÷-

íûìè ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé. Òî åñòü âñÿêèé ñëàáî ñòàöèîíàð-
íûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áåëûõ øóìîâ, ñ ðàçíû-
ìè âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàê êàê ýòî âûðàæåíèå ëèíåéíîå, åãî ÷àñòî íàçû-
âàþò ëèíåéíûì ôèëüòðîì. Êàê áû áåëûé øóì ïðîïóñòèëè ÷åðåç ëèíåéíûé
ôèëüòð. È ýòî î÷åíü óäîáíî, ýòî çíà÷èò, ÷òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì îãðà-
íè÷èòüñÿ óäîáíûì ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì è âñå ïðî ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû
èçó÷èòü.

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî âûðàæåíèå èìåëî ñìûñë, íàäî ïîòðåáîâàòü
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè, ïðè÷åì ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè, ïîòîìó ÷òî
ñóììèðóþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ýòî óñëîâèå î÷åíü ïðîñòîå, ìû åãî âûïèøåì

è áîëüøå ê íåìó âîçâðàùàòüñÿ íå áóäåì: ∑
∞

=

∞<
0i

iψ . Ïîñêîëüêó ðåàëèçàöèè áåëîãî

øóìà íå íàáëþäàåìû, âåñîâûå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ìíî-
æèòåëÿ. Ïîýòîìó äîãîâîðèëèñü áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàòü 10 =ψ . ×åì áîëüøå

âåñîâîé êîýôôèöèåíò τψ , òåì áîëüøå âëèÿíèå ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ â ìîìåíò

t-τ íà òåêóùèé ìîìåíò t. Ðàçóìååòñÿ, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ ïîðîæäàåò
òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû. Ê ñ÷àñòüþ, îêàçàëîñü, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî
ðàññìàòðèâàòü íå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå Âîëüäà, à åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè, êîãäà ÷èñëî
ñëàãàåìûõ êîíå÷íî.

Ïðîöåññû ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî (ÌÀ)1)

Ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïî-
ðÿäêà q, åñëè â ðàçëîæåíèè Âîëüäà ïðèñóòñòâóþò òîëüêî q ñëàãàåìûõ. Òî åñòü:

∑
=

−⋅=
q

tttxqМА
0

:)(
τ

τεψ  (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû çäåñü îáîçíà÷àåì ÷åðåç µ−= tt Xx

îòêëîíåíèå ïðîöåññà îò åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ). Ýêâèâàëåíòíî ýòîò ðÿä
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: qtqtttx −− ⋅++⋅+= εψεψε ...11 . Íàçâàíèå «ñêîëüçÿùåå

ñðåäíåå» îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òåêóùåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿ-
åòñÿ âçâåøåííûì ñðåäíèì q ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé áåëîãî øóìà. Ïðîöåäóðó ñêîëü-
çÿùåãî ñðåäíåãî ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ òîãî, ÷òîáû ñãëàäèòü äàííûå, êîòîðûå
ñèëüíî êîëåáëþòñÿ.
                                                          

1) ÌÀ = moving average.
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Äàâàéòå ïîñìîòðèì ñâîéñòâà ýòîãî ðÿäà.
Ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî îí åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçëîæå-

íèÿ Âîëüäà. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå: 0)( =txE . Äèñïåðñèÿ: ∑
=

=
q

i
itxV

1

22)( ψσ .

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî íè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, íè äèñïåðñèÿ íå çàâèñÿò îò
âðåìåíè. Ïåðåìíîæàÿ çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè è áåðÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå, ïîëó÷èì ∑
−

=
++ =

kq

i
riitt xxCov

0

2)( ψψστ, äëÿ τ  = 0, 1, 2,…q. Äëÿ τ>q

0)( =+τtt xxCov , .

Ëåêöèÿ 2

Â ïðîøëîé ëåêöèè ìû îñòàíîâèëèñü íà ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ ñêîëüçÿ-
ùåãî ñðåäíåãî, êîòîðûå ìû îïðåäåëèëè êàê ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ðÿäà â
ðàçëîæåíèè Âîëüäà ïðîñòèðàåòñÿ íå äî áåñêîíå÷íîñòè, à äî íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
öåëîãî ÷èñëà q. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êîíå÷íîãî ðÿäà МА(q)  ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü èíóþ áóêâó β : ∑
=

−⋅=
q

ttX
0τ

ττ εβ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî iψ  äî i=q âêëþ÷è-

òåëüíî ðàâíû iβ , à îñòàëüíûå iψ  ðàâíû íóëþ. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ êîâàðèàöè-

îííîé ôóíêöèè ýòîãî ïðîöåññà ïðèíèìàåò âèä: ∑
−

=
++ ⋅==

τ

τετ ββστγ
q

i
iitt XXCov

0

2)()( , ,

ãäå q≤τ , à )(2
tVar εσ ε = . Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåæäó çíà÷åíèÿìè âðåìåííîãî ðÿäà,

äîñòàòî÷íî äàëåêî îòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà, îòñóòñòâóåò êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü.
Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ êîâàðèàöèé è äèñïåðñèè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

âûðàæåíèå äëÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè: 
)0(
)()(

γ
τγτρ = .

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ âðåìåííûõ ðÿäîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð ñäâèãà L.
Îïðåäåëèì 1−= tt XLX , òî åñòü äåéñòâèå îïåðàòîðà ñäâèãà íà âðåìåííîé ðÿä

äàåò çíà÷åíèå âðåìåííîãî ðÿäà â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà ñäâèãà p ðàç äàåò çíà÷åíèå
âðåìåííîãî ðÿäà â ìîìåíò âðåìåíè íà p ïåðèîäîâ ðàíåå, ÷òî ïîçâîëÿåò ââåñòè

ñòåïåíü îïåðàòîðà ñäâèãà: pttt
p XXLLLXL −== )(( .... . Èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü

íóëåâóþ ñòåïåíü îïåðàòîðà ëàãà: tt XXL =0 , èãðàþùóþ ðîëü åäèíè÷íîãî îïåðàòî-

ðà. Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòü ðàçíèöó ìåæäó óìíîæå-
íèåì íà åäèíèöó, åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì è íóëåâîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà ñäâèãà,
èñïîëüçóÿ ïî îáñòîÿòåëüñòâàì òîò èç íèõ, êîòîðûé óäîáíåå. Òàêæå åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ââîäèòñÿ óìíîæåíèå îïåðàòîðà ñäâèãà íà ÷èñëî è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ ñòåïåíåé ýòîãî îïåðàòîðà.
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Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îïåðàòîðà ìîæíî çàïèñàòü ïðîöåññ ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

tqt
q

qt
q

qt LLLLLLLLX εβεβββεβββ )()1()1( 220
2121 =++++=++++= ⋅⋅ ...... .

Íàïîìíèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè tL ε0 èëè tε , òî åñòü êîãäà 0=τ , âñåãäà ðàâåí 1

èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Çäåñü ÷åðåç )(Lqβ  îáîçíà÷åí îïåðàòîðíûé ïîëèíîì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ó íàñ åñòü äâà îïåðàòîðíûõ ïîëèíîìà )(и)( LL ϕψ , òî åñ-
òåñòâåííûì îáðàçîì äëÿ íèõ ìîæíî îïðåäåëèòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî. Îïðåäåëèì ñóïåðïîçèöèþ ýòèõ îïåðà-
òîðíûõ ïîëèíîìîâ, òî åñòü ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî âîçäåéñòâèÿ íà Xt îïåðà-
òîðà ϕ, à ïîòîì íà ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò – åùå è îïåðàòîðà ψ. Íåïîñðåäñòâåííî
âèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ñóïåðïîçèöèè ýòèõ îïåðàòîðîâ ê ïðîöåññó Xt ïðèâîäèò ê
òîìó æå ðåçóëüòàòó, ÷òî è ïðèìåíåíèå ê ïðîöåññó Xt ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìîâ

)(и)( LL ϕψ : tt XLLXLL )]()([])()[( ϕψϕψ = . Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìî-

æåì ðàçëîæèòü îïåðàòîðíûé ìíîãî÷ëåí íà ìíîæèòåëè, èñïîëüçóÿ êîðíè óðàâíå-
íèÿ 0)( =Lϕ . Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî ëþáîé ïîëèíîì ñòåïåíè p ñ äåéñòâèòåëüíû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò p êîìïëåêñíûõ êîðíåé, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü
ðàâíûå ïî âåëè÷èíå. Ýòîò ôàêò íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé òåîðåìîé àëãåáðû, êîòîðóþ
ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Ãàóññà. Òî åñòü ëþáîé îïåðàòîðíûé ìíîãî÷ëåí ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå: ∏
=

−=+++
q

i
iq

q
q ZLLL

1
1 )()1( βββ ... , ãäå iZ  – êîðíè óðàâíåíèÿ

01 1 =+++ q
qZZ ββ ... .

Äëÿ îïåðàòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà ϕ(L), äåéñòâóþùåãî íà íåêîòîðûé ïðîöåññ Xt,
îïðåäåëèì îáðàòíûé îïåðàòîð òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóïåðïîçèöèÿ îïåðàòîðà è
îáðàòíîãî ê íåìó áûëà ýêâèâàëåíòíà åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó, òî åñòü óìíîæåíèþ
íà 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè tt YXL =)(ϕ , òî äåéñòâèå íà Yt îáðàòíîãî îïåðàòîðà

äîëæíî äàòü Xt: ttt XLLXYL ]
1

)()([)]([ 11
4434421

=
== −− ϕϕϕ . Ýòî êàê ñ äâóìÿ ìàòðèöàìè: ïðî-

èçâåäåíèå ïðÿìîé ìàòðèöû íà îáðàòíóþ äàåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.
Ðàññìîòðèì ïîëèíîì 1-îãî ïîðÿäêà. Ïðè åãî óìíîæåíèè íà îáðàòíûé îïåðà-

òîð äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ åäèíè÷íûé îïåðàòîð, òî åñòü åäèíèöà. Çàìåòèì, ÷òî

1)1()1( 22 =+++++− ⋅ ...... pp LLLL αααα , åñëè áåñêîíå÷íûé ðÿä â ñêîáêàõ ñóùåñòâó-

åò, èìååò ñìûñë. Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü: ...... ++++=
−

=− − pp LLLL αα
α

α 1
1

1]1[ 1 , åñ-

ëè ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ñìûñë. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ñóììó âìåñòî áåñêîíå÷íîãî

ðÿäà: 1122 1)1()1( ++−=++++− ⋅ pppp LLLLL ααααα ... . Äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà íà

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ äàåò: 1
111 )1( −−

+++ −=− pt
p

tt
pp XXXL αα . Ïðè ∞→p  ïðàâàÿ

÷àñòü âûðàæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê tX , åñëè íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðî-
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öåññà îãðàíè÷åíû è 1<α . Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïå-

ðàòîðà äëÿ ïîëèíîìà ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä2) 1<α .

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà, ïîïðîáóåì âûÿñíèòü, êîãäà ìîæíî
âûðàçèòü ε ÷åðåç Х. Òî åñòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ tt XL)(ϕε = . Ðàçëîæèâ ïîëèíîì â

MA(q) ïðåäñòàâëåíèè íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì: t

q

i
iqt ZLX εβ ∏

=

−=
1

)( . Äëÿ òîãî, ÷òî-

áû èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, óäîáíåå
èñïîëüçîâàòü êîðíè äðóãîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à èìåííî:

01
1 =+++ −

q
qq βλβλ ... . Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç iπ . Òàêàÿ çàïèñü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïðèíÿòîé â òåîðèè ðàçíîñòíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â ÷åì ðàçíèöà ìåæäó ïðåäûäóùåé çàïèñüþ è ýòîé? Îáû÷íî ðàçíîñòíûå
óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò òåêóùèé è ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. À âî
âðåìåííûõ ðÿäàõ èñïîëüçóþòñÿ: òåêóùèé è ïðåäûäóùèå ÷ëåíû. Ïîýòîìó åñòü äâà

ñïîñîáà çàïèñè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðâûé, 01
1 =+++ −

q
qq βλβλ ... ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáùåìó ïðàâèëó äëÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Ëèáî ïèøóò íà-

îáîðîò: 01 1 =+++ q
qZZ ββ ... . Êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé î÷åíü

ïðîñòî. Ëþáîé êîðåíü îäíîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 1, äåëåííîé íà ñîîòâåòñòâóþùèé
êîðåíü äðóãîãî óðàâíåíèÿ, è íàîáîðîò: iiZ π1= . Îòñþäà ïîëó÷èì:

t

q

i
it

q

i i
qt LLX επε

π
β ∏∏

==

−=−=
11

)1()1( .

Ïðè âûâîäå èñïîëüçîâàí îäèí èç ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû Âèåòà: ïðîèçâåäåíèå êîð-

íåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî q
q )1(−β .

Â âûðàæåíèè ∏
=

−
q

i
ti L

1

)1( επ  êàæäûé ñîìíîæèòåëü – ýòî ïðîñòî ëèíåéíîå

âûðàæåíèå )1( Liπ− . Åñëè ôîðìàëüíî âûðàçèòü tε  ÷åðåç Х, íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ

íà òî, ÷òî L – ýòî îïåðàòîð, ïîëó÷èòñÿ t
i

t X
L∏ −

=
)1(

1
π

ε . Îêàçûâàåòñÿ, ýòîìó âû-

ðàæåíèþ ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë. Åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
äåéñòâèòåëüíû è ðàçëè÷íû ïî âåëè÷èíå, îïåðàòîðíóþ äðîáü, çíàìåíàòåëü êîòî-
ðîé ðàçëîæåí íà ïðîèçâåäåíèå îäíî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî L, ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé: ...+
−

+
−

=
−∏ L

A
L

A
Li 2

2

1

1
11)1(

1
πππ

                                                          
2) Òîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ íîðìó â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ ñäâèãà.

Ïðè ëþáîì ðàçóìíîì îïðåäåëåíèè íîðìû ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà tX , íîðìà ïðîöåññà tX  ðàâ-

íà íîðìå ïðîöåññà 1−tX , ïîýòîìó îïåðàòîð ñäâèãà èìååò íîðìó, ðàâíóþ åäèíèöå: 1=L .
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Òàêîå ðàçëîæåíèå ïðèìåíÿåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé è
äîëæíî áûòü âàì çíàêîìî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Êàæäîå ñëàãàåìîå
íàïîìèíàåò âûðàæåíèå äëÿ ôîðìóëû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè. Â äàííîì ñëó÷àå Аi èãðàåò ðîëü ïåðâîãî ÷ëåíà ýòîé ïðîãðåññèè, à âìåñòî
ìíîæèòåëÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ó íàñ ñòîèò Liπ . Åñ-

ëè 11 <π , òî ïåðâóþ ýëåìåíòàðíóþ äðîáü ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó áåñêîíå÷íî

óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èëè â áåñêîíå÷íûé ñòåïåííîé ðÿä

)1(
1 1

22
111

1

1 ...... +++++=
−

kk LLLAL
А

πππ
π

.

Åñëè àíàëîãè÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ êàæäîãî èç êîðíåé, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

tε  ðàâíî ñóììå q òàêèõ áåñêîíå÷íûõ ðàçëîæåíèé. Ïðîèçâåäÿ ïðèâåäåíèå ïîäîá-

íûõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷èì íåêîòîðûé áåñêîíå÷íûé ìíîãî÷ëåí îò L ñ êàêèìè-òî – ìîæ-
íî ÿâíî âûïèñàòü èõ çíà÷åíèÿ – êîýôôèöèåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì âû-

ðàæåíèå ñëåäóþùåãî âèäà: t
k

k XLLL )( 2
210 ++++++ ...... αααα , ãäå êîýôôèöèåíòû

iα  ñëîæíûì îáðàçîì áóäóò âûðàæåíû ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè π . Åñëè

ýòî âñå âûïîëíåíî, òî ε âûðàæåíî ÷åðåç òåêóùèå è ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ Х.

Ïðîâåäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïðàâåäëèâû, åñëè êàæäàÿ äðîáü òèïà L
A

iπ−1
1

ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè, òî åñòü ìû âîçâðàùàåìñÿ ê óñëîâèþ, ÷òî âñå êîðíè ïî ìîäóëþ ñòðîãî ìåíüøå

åäèíèöû: 1<iπ .

Ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì îáðàòèìîñòè (invertability) ïðîöåññà ÌÀ.
Ïðè ýòîì âûðàæåíèå äëÿ tε  áóäåò áåñêîíå÷íûì, íî ñõîäÿùèìñÿ îïåðàòîðíûì

ïîëèíîìîì, äåéñòâóþùèì íà Xt. Ýòî çíà÷èò, ÷òî tε  áóäåò âûðàæåíî ÷åðåç óõîäÿ-

ùèå â áåñêîíå÷íî äàëåêîå ïðîøëîå çíà÷åíèÿ Х. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå îá-

ðàòèìîñòè ñîõðàíÿåò ñâîé âèä, à èìåííî: 1<iπ  è äëÿ ñëó÷àÿ êîìïëåêñíûõ è/èëè

êðàòíûõ êîðíåé.
Íàïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà çàïèñè õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ. Ýòè ñïîñîáû ýêâèâàëåíòíû, ìåíÿåòñÿ ëèøü ôîðìà óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà: â ïåðâîé çàïèñè óñëîâèå – âñå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå êîðíè ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1, à åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàïè-
ñàòü âî âòîðîì âèäå, òî óñëîâèå ñõîäèìîñòè – âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ïî
ìîäóëþ áîëüøå 1. Çäåñü è â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûé ñïîñîá çà-
ïèñè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîöåññ ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé

âèä: tXLL )( 2
210 ...+++ ααα = tε . Åñëè âûðàçèòü Xt ÷åðåç âñå åãî ïðåäûäóùèå çíà÷å-

íèÿ è tε  è äëÿ íîðìèðîâêè ðàçäåëèòü íà α0, òî ïîëó÷àåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå tkt
k

tt XXX εαα
α

α
α

00
1

0

1 1
+−−−−= −− ...... . Òîò æå ñàìûé ïðîöåññ ÌÀ(q) ïðåä-
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ñòàâëåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî òåêóùåå çíà÷åíèå Хt âûðàæåíî ÷åðåç òåêóùåå çíà÷å-
íèå tε , à âìåñòî q ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé ε ïîÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûé ðÿä ïðîøëûõ

çíà÷åíèé ktX − . Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòîò ïðîöåññ íå íàïîìèíàåò ïðåäñòàâëåíèå

Âîëüäà, íî â òî æå âðåìÿ îí ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì
ïðîöåññîì. Îáîáùàÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ íîâîãî êëàññà
ïðîöåññîâ, êîòîðûå ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ìîãóò áûòü ñòàöèîíàðíûìè, à èìåííî
ê ïðîöåññàì àâòîðåãðåññèè.

Åñëè çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
êîíå÷íîãî ÷èñëà åãî ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé è äîáàâëåíèåì áåëîãî øóìà, òî òàêîé
ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì àâòîðåãðåññèè (autoregression) ïîðÿäêà p, è åãî
îáùåå óðàâíåíèå èìååò âèä: tptpttt XXXX εααα ++++= −−− ...2211 , ãäå εt – áåëûé

øóì.
Â ýòèõ òåðìèíàõ ïðîöåññ, îáðàòíûé ê ÌÀ(q), ìîæåò áûòü îáîçíà÷åí êàê

AR(∞). Îäíàêî ó íàñ íåò ãàðàíòèè, ÷òî ïðè ëþáûõ êîýôôèöèåíòàõ pααα ,...,, 21

ýòîò ïðîöåññ áóäåò ñòàöèîíàðíûì. Äëÿ òîãî ÷òîáû îí áûë ñòàöèîíàðíûì, íóæíî,
÷òîáû îí áûë ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ Âîëüäà, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî ïå-
ðåâåñòè â ÌÀ(q) ïðåäñòàâëåíèå, èìåþùåå ñìûñë.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ïðîöåññà â ñëåäóþùåì âèäå:

tptpttt

t
XL

XXXX ε

α

ααα =−−−− −−− 444444 3444444 21
)(

2211 ... .

Îáîçíà÷èì. ÷åðåç p
pp LLLL αααα −−−−= ...2

211)(  îïåðàòîðíûé ïîëèíîì, äåéñòâóþ-

ùèé íà Xt. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ïîëó÷åíî «çåðêàëüíîå îòîáðàæåíèå» ïðîöåññà
MA(q). Òåïåðü îïåðàòîðíûé ïîëèíîì äåéñòâóåò íà Х, à íå íà ε, è ðåçóëüòàò ðàâåí
εt. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
Х ñî ñëó÷àéíîé ïðàâîé ÷àñòüþ εt. Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç îá-
ùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (êîãäà íåò εt) ïëþñ ÷àñòíîå ðåøåíèå ïîë-
íîãî (íåîäíîðîäíîãî) óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåå îò εt. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä: ∑= t
iit tCX ))(( π , ãäå iπ  – ðàçëè÷íûå ïî âåëè-

÷èíå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ìîæåò áûòü, êîìïëåêñíûå), êîòîðîå

èìååò âèä: 01
1 =−−− −

p
pp αλαλ ... , à )(tCi  – ïîëèíîìû, ñòåïåíü êîòîðûõ íà åäèíè-

öó ìåíüøå êðàòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðíÿ. ×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ âûïèñûâàåòñÿ ÷åðåç εt, è ìû îáñóäèì åãî ïîçæå.

Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íå áóäåò óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü, áóäåò
óñòîé÷èâûì ïðè óñëîâèè, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ

áóäóò ìåíüøå 1: 1<iπ . Íî èìåííî ïðè ýòîì óñëîâèè ñóùåñòâóåò îïåðàòîð, îá-

ðàòíûé îïåðàòîðó )(Lα , òî åñòü èìååò ñìûñë âûðàæåíèå: tt L
X ε

α )(
1

= . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðîöåññ Хt ïðèíèìàåò âèä, ñîîòâåòñòâóþùèé òåîðåìå Âîëüäà: ∑
∞

=
−

0i
itiεψ , èç

÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Åñëè æå ïðè íåêîòîðîì i
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1≥iπ , òî ðåøåíèå íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ èëè äàæå óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü, è íè î

êàêîé ñòàöèîíàðíîñòè ðå÷è áûòü íå ìîæåò.
Â ðåçóëüòàòå óñëîâèå, ÷òî âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ

ïðîöåññà AR(p) ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòà-
òî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä áûë ñòàöèîíàðíûì.

Òóò åñòü íåêàÿ àñèììåòðèÿ. Ïðîöåññû AR(p) è MA(q) â ÷åì-òî ïîõîæè. Íî
ïðîöåññ MA(q) âñåãäà ñòàöèîíàðåí, à óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè îáåñïå÷èâàþò åãî íåêî-
òîðîå ïîëåçíîå ñâîéñòâî, íå çàòðàãèâàÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíîñòè.
Äëÿ AR(p) ýòî óñëîâèå î÷åíü æåñòêîå: ëèáî îí ñòàöèîíàðåí è ñâîäèòñÿ ê ÌÀ(∞),
ëèáî îí âîîáùå íå ñòàöèîíàðåí, è òîãäà îí âûïàäàåò (ïîêà) èç íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò íåìíîãî ðàçíîå ïîíèìàíèå îáîçíà÷åíèÿ AR(p).
Ýòî ðàçëè÷èå îáû÷íî íè÷åìó íå ïðåïÿòñòâóåò, íî ÿ õî÷ó îáðàòèòü íà íåãî âàøå
âíèìàíèå. Èíîãäà íàçûâàþò ïðîöåññîì àâòîðåãðåññèè òîëüêî òàêîé ïðîöåññ AR(p),
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè. À èíîãäà AR(p) íàçûâàþò ëþáîé
ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè, äàæå åñëè îí íå ñòàöèîíàðåí.

Ïîñëå òîãî, êàê ìû âûÿñíèëè óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè, ðàññìîòðèì ñâîéñòâà
ýòîãî ïðîöåññà. Íà÷íåì ñ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Åñëè ïðîöåññ ñòàöèîíàðíûé
è åãî ìîæíî âûïèñàòü â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðàçëîæåíèÿ Âîëüäà, òî âîïðîñ î ìàòå-
ìàòè÷åñêîì îæèäàíèè ðåøàåòñÿ ïðîñòî, îíî íóëåâîå: 0)( =tXE . Àâòîêîâàðèàöè-

îííóþ ôóíêöèþ ìîæíî âûâåñòè, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåññà â âèäå ÌÀ(∞)
ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðíûõ ïîëèíîìîâ, íî ýòî äîâîëüíî êðîïîòëèâàÿ è íå î÷åíü èí-
òåðåñíàÿ ðàáîòà. Ìîæíî ïîëó÷èòü íóæíûé ðåçóëüòàò äðóãèì îáðàçîì.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ tptptt XXX εαα +++= −− ...11  íà Xt-τ, è âîçüìåì

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà ðàâíî 0,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ çíà÷åíèé àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè. Åñëè p>τ  òî
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

}{)()2()1()( 21 ttp XEp ετγατγατγατγ τ ⋅−+−++−+−= ... .

Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ìû èñïîëüçîâàëè ÷åòíîñòü àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíê-
öèè: )()( τγτγ −= . Òàê êàê ïðîöåññ ñòàöèîíàðíûé, òî Xt-τ ïðåäñòàâèì â âèäå áåñêî-

íå÷íîé ñóììû εt-τ è áîëåå ðàííèõ çíà÷åíèé ε . Âñå ε, âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå Xt-τ,
íå ñîâïàäàþò ïî âðåìåíè εt, îíè âñå ðàçíîâðåìåííûå. Ïîýòîìó 0}{ =⋅− ttXE ετ , ïî-

òîìó ÷òî çíà÷åíèÿ áåëîãî øóìà íå êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: )()1()( 1 pp −++−= τγατγατγ ... .

Åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, òî îíî ñîâïàäàåò ñ îäíî-
ðîäíûì óðàâíåíèåì äëÿ ïðîöåññà Xt. Òî åñòü çíà÷åíèå àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíê-
öèè äëÿ p>τ  óäîâëåòâîðÿåò òî÷íî òîìó æå ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ. Ïîñêîëüêó
ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå óñòîé÷èâî, òî çíà÷åíèÿ àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè óáû-
âàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ïî êðàéíåé ìåðå, ñî çíà÷åíèÿ ñ èíäåêñîì (p+1).

Äëÿ p<τ  ýòè óðàâíåíèÿ íàäî ìîäèôèöèðîâàòü. Âìåñòî ðåêóððåíòíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ äëÿ ïåðâûõ p çíà÷åíèé àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ ñèñ-
òåìà p ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ p íåèçâåñòíûìè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîöåññ AR(1). Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå èìååò âèä: 0=−αλ . Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè: 1<α . Äëÿ àâòîêîâàðèà-

öèîííîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì:

)0()(

)0()1()2(
)0()1(

2

γατγ

γααγγ
αγγ

τ=

==
=

...................................

Òåïåðü î÷åíü õîðîøî âèäíî, ïî÷åìó âàæíî óñëîâèå 1<α .

×òîáû âû÷èñëèòü )0(γ , íàäî íàéòè äèñïåðñèþ. Íî åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ

òîëüêî àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé, òî, ðàçäåëèâ íàøè ñîîòíîøåíèÿ íà )0(γ ,

ïîëó÷èì τατρ =)( .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîöåññà AR(1) àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ )(τρ  âå-
äåò ñåáÿ ñõåìàòè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0
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Ðèñ. 1. Çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðîöåññà AR(1)
ïðè çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà ðàâíîì 0,8

-1

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2
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0,4

0,6

0,8
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Ðèñ. 2. Çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðîöåññà AR(1)
ïðè çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà ðàâíîì –0,8
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Ëåêöèÿ 3

Â ïðîøëîé ëåêöèè ìû óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè ïðîöåññ AR ñòàöèîíàðåí, òî îí
êðîìå êîíå÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ AR(p) èìååò áåñêîíå÷íîå ïðåäñòàâëåíèå MA(∞). È
åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå îáðàòèìîñòè, òî êîíå÷íûé ïðîöåññ MA(q) èìååò áåñêîíå÷-
íîå ïðåäñòàâëåíèå AR(∞). Òàêîé äóàëèçì ïðåäñòàâëåíèé âðåìåííîãî ðÿäà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîéêà, êîòîðîå ïðèìåíÿåòñÿ â ýêî-
íîìåòðèêå äëÿ áîðüáû ñ àâòîêîððåëÿöèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñóùåñòâåííîå îòëè-
÷èå ïðîöåññà AR îò ïðîöåññà ÌÀ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïðîöåññà ÌÀ àâòîêîððå-
ëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîñëå i>q ñòàíîâèëàñü ðàâíîé íóëþ, îáðûâàëàñü.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ AR(2). Ýòî ïðîöåññ âèäà tttt XXX εαα ++= −− 2211 . Ïîñìîò-

ðèì óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ýòîãî ïðîöåññà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðè-

íèìàåò âèä 021
2 =−− αλαλ  (êàê óæå îòìå÷àëîñü, èíîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå ïèøóò â âèäå 01 2
21 =−− ZZ αα ). Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ: 2

4 2
2
11

21

ααα
λ

+±
=, .

Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïðè âûáðàííîé ôîðìå çàïèñè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ: 121 <,λ . Â ïðèíöèïå, ýòîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî, íî åãî ìîæíî âûðàçèòü â

òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîöåññà AR(2) è ñâåñòè ê 3-ì ñëåäóþùèì íåðàâåíñò-

âàì: 1;11 22121 <>−<+ ααααα ; .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè âûïîëíåíû, è òîãäà èìåþò ñìûñë
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ïîñëå óìíîæåíèÿ èõ íà Х â
êàêîé-òî äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè. Óìíîæàåì íà Xt-1, è ïîëó÷àåì: }{ 1 tt XXE ⋅− . Ïî-

ñêîëüêó ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âçâåøåííîé ñóììû
òåêóùåãî è ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé áåëîãî øóìà (äåêîìïîçèöèÿ Âîëüäà). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà ðàâíî íóëþ, è }{ 1 tt XXE ⋅−  ðàâíî àâòî-

êîâàðèàöèè )1(γ . Äàâàéòå âñå çàïèøåì ñðàçó â òåðìèíàõ γ . Ïîëó÷àåì:

)1()0()1(}{ 211 −+==⋅− γαγαγtt XXE .

Ïîñêîëüêó àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íà, òî çíàê «ìèíóñ» ìîæíî çà-
ìåíèòü íà çíàê «ïëþñ».

Ïåðåéäåì ê àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè: 
)0(
)()(

γ
τγτρ = . Èíîãäà åå îáîçíà÷à-

þò acf. Ïîëó÷àåì áîëåå óäîáíîå ñîîòíîøåíèå: )1()1( 21 ρααρ += . Äëÿ óïðîùåíèÿ
çàïèñè áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñ âìåñòî àðãóìåíòà ó àâòîêîâàðèàöèîííîé è àâ-

òîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 
2

1
1 1

)1(
α

α
ρρ

−
== . Â ðåçóëüòàòå

àíàëîãè÷íûõ äåéñòâèé ïîëó÷àåì: 2
2

2
1

2112 1
)2( α

α
α

αραρρ +
−

=+== . Ïðè óìíîæåíèè

íà Xt-3 ïîëó÷àåì: 12213 ραραρ += . Åñëè òàê äåëàòü äàëüøå, òî ïîëó÷èì:
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2211 −− += nnn ραραρ . Ýòî òî, ÷òî ìû îòìåòèëè â ïðîøëîé ëåêöèè â îáùåì âèäå,

íà÷èíàÿ ñ íîìåðà áîëüøåãî, ÷åì p, çíà÷åíèÿ àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè ïîä÷è-
íÿþòñÿ ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ. Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ
çíà÷åíèé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðè ðàçëè÷íûõ n íîñèò íàçâàíèå óðàâíå-
íèé Þëà-Óîêåðà (Yule-Walker equations). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ðàçíûõ ïî

âåëè÷èíå êîðíåé èìååò ñëåäóþùèé âèä: nn
n CC )()( 2211 ππρ += , ãäå 1π è 2π  – õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè. Äëÿ ñîâïàäàþùèõ êîðíåé ðåøåíèå èìååò âèä:
nn

n tCC )()( 1211 ππρ += .

Èñõîäÿ èç óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè, êîðíè ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1, ðåøåíèå ðàçíî-
ñòíîãî óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâî, ïîýòîìó ýòî âûðàæåíèå çàòóõàþùåå. Åñëè 1π  è 2π  –
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî âñå çàïèñàíî â òåðìèíàõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Åñëè
êîðíè êîìïëåêñíûå, òî òîãäà îíè îáÿçàòåëüíî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå, è ïîìèìî
ñòåïåíè â êàæäîì èç ñëàãàåìûõ ïîÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëü â âèäå êîñèíóñà èëè
ñèíóñà íåêîåãî àðãóìåíòà. Íî õàðàêòåð àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ îò
ýòîãî íå ìåíÿåòñÿ. Âûðàæåíèå â ñòåïåíè n – ýòî ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, è
åñëè îí ìåíüøå 1, òî âñå ðàâíî ýòî áóäóò çàòóõàþùèå ýêñïîíåíòû, íó, ìîæåò
áûòü, óìíîæåííûå íà ñèíóñû è êîñèíóñû. ×òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ íåîïðåäå-
ëåííûõ êîíñòàíò C1 è С2, íàì íóæíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Óæå óïîìèíàâøèåñÿ
«íåñòàíäàðòíûå» óðàâíåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé 21 и ρρ  ñëóæàò äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ. Ìû

âûðàçèëè 21 и ρρ  ÷åðåç êîýôôèöèåíòû íàøåãî àâòîðåãðåññèîíîãî óðàâíåíèÿ

21 αα , . Ïðè÷åì ìû çàìåòèëè, ÷òî îíè âûðàæàþòñÿ íå òàê, êàê âñå îñòàëüíûå çíà-
÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòî îáùåé ðåêóð-
ðåíòíîé ñõåìîé, ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì.

Âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî àíàëèçó âðåìåííûõ ðÿäîâ ïðèâåäåíû ïðèìåðû
ðåàëèçàöèé ïðîöåññîâ AR(2) è ñîîòâåòñòâóþùèå êîððåëîãðàììû. Îäíàêî ïðè ñå-
ãîäíÿøíåé êîìïüþòåðíîé òåõíèêå ãîðàçäî áîëåå ñîäåðæàòåëüíî ïîñòðîèòü ýòè
ïðèìåðû ñàìîìó. Ïîñòðîéòå, íàïðèìåð, â Excel’e ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ïñåâäîñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë ðåàëèçàöèþ ïðîöåññà AR(2) è – ïî âûøåïðèâåäåííûì ôîðìóëàì –
çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Ïðîâåäèòå ãåíåðàöèþ 10–20 ðåàëèçàöèé,
ïîñëå ÷åãî èçìåíèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ α1 è α2 è ïîâòîðèòå ãåíåðàöèþ ðåàëè-
çàöèé. Îñíîâíîé âûâîä, êîòîðûé ìîæíî ñäåëàòü ïî ðåçóëüòàòàì òàêîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà âèçóàëüíî íè÷åãî
íåëüçÿ ñêàçàòü íè î åãî òèïå, íè î ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ. Åñëè â
êóðñå ýêîíîìåòðèêè, íàïðèìåð ïî ãðàôèêó îñòàòêîâ ðåãðåññèè, ìîæíî áûëî ñäå-
ëàòü êàêîé-òî êà÷åñòâåííûé âûâîä èëè ïðåäïîëîæåíèå î íàëè÷èè àâòîêîððåëÿöèè
èëè ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè, òî ïðè àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ, êàê ïðàâèëî, ìû ýòîãî
ñäåëàòü íå ìîæåì.

Âåðíåìñÿ ê îáùåìó ñòàöèîíàðíîìó àâòîðåãðåññèîíîìó óðàâíåíèþ

tptptt XXX εαα +++= −− ...11 .

Íà÷èíàÿ ñ íîìåðà p+1 è äàëüøå àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ – ñóììà çàòó-
õàþùèõ ýêñïîíåíò, ìîæåò áûòü óìíîæåííûõ íà ñèíóñû, êîñèíóñû èëè ïîëèíîìû
îò âðåìåíè, íî âñå ðàâíî ýòî çàòóõàþùèå ýêñïîíåíòû. À äëÿ çíà÷åíèÿ ñ èíäåêñà-
ìè îò 1 äî p ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
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Ðàçäåëèâ íà äèñïåðñèþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-
íî ïåðâûõ p çíà÷åíèé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðÿä
ñòàöèîíàðåí, òî îáÿçàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, àâòîêîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ íà÷èíàåò çàòóõàòü, êàê ñóììà êàêèõ-òî ýêñïîíåíò, ìîæåò áûòü óìíîæåí-
íûõ íà ñèíóñû è êîñèíóñû. Åñëè ïîâåäåíèå àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè íå òà-
êîå, òî îíà íå ìîæåò áûòü àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà.

Ó íàñ ïîÿâèëîñü âàæíîå êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ñòàöèîíàðíûì è íå-
ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì. Åñëè ïðîöåññ ñòàöèîíàðíûé, áóäü îí AR(p), áóäü îí
MA(q), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íà÷èíàåò çà-
òóõàòü èëè ñîâñåì èñ÷åçàåò. Åñëè æå ïðîöåññ íå ñòàöèîíàðíûé, òî ýòî íå òàê.

Íàøè äâà ïðèìåðà ïîçâîëÿþò ïðèéòè åùå ê ñëåäóþùåìó âûâîäó. ßñíî, ÷òî
ïîðÿäîê àâòîðåãðåññèîíîé ìîäåëè èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå. Òî åñòü äëÿ íàñ âàæ-
íî, ÿâëÿåòñÿ èññëåäóåìûé ïðîöåññ ïðîöåññîì òèïà AR(1) èëè òèïà AR(2), âåäü
íàì íàäî åùå îöåíèâàòü êîýôôèöèåíòû. È çäåñü íàñ æäåò î÷åíü íåïðèÿòíîå îò-
êðûòèå. Åñëè â ìîäåëÿõ ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî q – êà÷åñòâåííî ïîíÿòíûé ïàðà-
ìåòð, ïîñëå êîòîðîãî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ îáðûâàåòñÿ; òî â ñëó÷àå ìîäå-
ëè AR(p) òàêîãî íå ïðîèñõîäèò. Ïîýòîìó õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòèêó,
êà÷åñòâåííî âåäóùóþ ñåáÿ ñõîäíûì îáðàçîì, óêàçûâàþùóþ íà òî÷íûé ïîðÿäîê p
àâòîðåãðåññèîííîãî óðàâíåíèÿ.

Òàêîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
(partial autocorrelation function). Còàíäàðòíàÿ àíãëèéñêàÿ àááðåâèàòóðà – pacf. Â

îïðåäåëåíèå àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè )})({(
)(

1)( µµτρ τ −−= −tt
t

XXEXVar  âõî-

äèò êîâàðèàöèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ïðîöåññà, îòñòîÿùèìè íà τ  øàãîâ ïî âðåìåíè
äðóã îò äðóãà. Îäíàêî íà ïîâåäåíèå ïðîöåññà AR(p) ñòàòèñòè÷åñêè âëèÿåò íå
òîëüêî åãî çíà÷åíèå â ìîìåíò, îòñòîÿùèé íà τ åäèíèö íàçàä, íî è âñå ïðîìåæó-
òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïðîöåññà ìåæäó ìîìåíòàìè t è t-τ. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòàâèòü
äðóãîé âîïðîñ. Êàêîâà ëèíåéíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè
ïðîöåññà â ýòè ìîìåíòû, åñëè ìû óñòðàíèì èëè ýëèìèíèðóåì âëèÿíèå âñåõ ïðî-
ìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé? Êàêîâà «÷èñòàÿ» âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè çíà÷åíèÿìè?
Òî åñòü, åñëè ìû óæå ó÷ëè âëèÿíèå âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé, òî êàêîå äî-
ïîëíèòåëüíîå ÷àñòíîå âëèÿíèå îêàçûâàåò çíà÷åíèå ìîìåíòà τ−t . Êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè ïðè ýëèìèíèðîâàíèè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì
êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè. Â êóðñå ýêîíîìåòðèêè ïîäîáíàÿ êîíñòðóêöèÿ âñòðå-
÷àëàñü ïðè ðàññìîòðåíèè èçëèøíèõ è íå âêëþ÷åííûõ â ìîäåëü ïåðåìåííûõ. Ðàñ-
ñìàòðèâàëîñü âëèÿíèå ïîñëåäíåé äîáàâëåííîé ïåðåìåííîé ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âñå
ïðåäûäóùèå óæå âêëþ÷åíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç kkϕ  – k-å çíà÷åíèå ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

Ïî îïðåäåëåíèþ kkϕ  – ýòî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ktX − è tX  (èëè ìåæäó

ktx − è tx ) çà âû÷åòîì òîé ÷àñòè tx , êîòîðàÿ ëèíåéíî îáúÿñíåíà ïðîìåæóòî÷íûìè
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ëàãàìè 121 −−−− kttt xxx ,...,, . Ýòà îáúÿñíÿþùàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ îï-

òèìàëüíûì ëèíåéíûì ïðåäèêòîðîì, åñëè îíà ðåàëèçóåò ìèíèìàëüíóþ ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íóþ îøèáêó ïðåäñêàçàíèÿ (ïðîãíîçà) tx . Áîëåå ñòðîãî, íàñ èíòåðåñóåò

êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

)( 112211 ktktkktktkt xxxxxCorr −−−−−− −−−− ,... ϕϕϕ ,

ãäå 121 −kkkk ϕϕϕ ,...,,  – êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, îáåñïå÷èâàþùåé ìèíè-

ìàëüíóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó ïðåäñêàçàíèÿ

}){(min 2
112211 −−−−− −−−− ktkktktkt xxxxE ϕϕϕ ... .

Ýòî âûðàæåíèå àíàëîãè÷íî öåëåâîé ôóíêöèè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ
çàìåíîé ñóììèðîâàíèÿ ïî íàáëþäåíèÿì íà âçÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Èñêîìûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó îïòèìàëüíûì ëèíåéíûì ïðåäèêòîðîì
è ktx −  ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî êîýôôèöèåíòîì òåîðåòè÷åñêîé ðåãðåññèè ïðåäèêòîðà íà

ktx − . Íî òîãäà îí ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðè ïîñëåäíåì ðåãðåññîðå â ñëåäóþ-

ùåé òåîðåòè÷åñêîé ðåãðåññèè tktkktktkt xxxx εϕϕϕ ++++= −−− ...2211 . Ðåãðåññèÿ ñòðî-

èòñÿ íà k ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé ïðîöåññà, îïðåäåëÿþòñÿ k êîýôôèöèåíòîâ, íî
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè äàåò ëèøü ïî-
ñëåäíèé êîýôôèöèåíò ýòîé ðåãðåññèè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðå÷ü èäåò íå î âûáîðî÷-
íîé, à î òåîðåòè÷åñêîé ðåãðåññèè, òî åñòü îá óñëîâíîì ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè.
Êðîìå òîãî, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ýòà ðåãðåññèÿ íå ñâÿçàíà ñ òåì, îïðåäåëÿ-
åòñÿ ëè ïðîöåññ àâòîðåãðåññèîíûì ñîîòíîøåíèåì èëè íåò. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè èñ-
ñëåäóåìûé ïðîöåññ ïðèíàäëåæèò ê âèäó AR(p), òî ppp αϕ = . Áîëåå òîãî, äëÿ òàêî-

ãî ïðîöåññà òåêóùåå çíà÷åíèå îïòèìàëüíî (â ñìûñëå ñôîðìóëèðîâàííîãî êðèòå-
ðèÿ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðîâíî p ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé, è ó÷åò áîëåå ðàííèõ çíà-
÷åíèé óæå íå ìîæåò óëó÷øèòü ïðîãíîç. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîöåññà AR(p)

0=kkϕ  ïðè pk > . Äàëåå ìû ïîëó÷èì ýòîò âàæíåéøèé ðåçóëüòàò èç óðàâíåíèé

Þëà-Óîêåðà.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ÷àñòíîé àâòî-

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.
Ïðîöåññ AR(1). ttt XX εα += −1 . Ðàññìîòðèì ðåãðåññèþ: ttt XX εϕ += −111 . Óìíî-

æàåì óðàâíåíèå íà Xt-1, áåðåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé è äåëèì
ðåçóëüòàò íà γ (0), ïîëó÷àåì: αϕρ == 111 , òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðî-
öåññà ðàâíî íóëþ.

×òîáû ïîëó÷èòü 22ϕ , ñòðîèì òåîðåòè÷åñêóþ ðåãðåññèþ

tttt XXX εϕϕ ++= −− 222121 .

Êàê è ðàíüøå, óìíîæàåì îáå ÷àñòè íà Xt-1, áåðåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äå-

ëèì íà γ (0). Ïîëó÷àåì: 122211
1 1

)0(
}{

ρϕϕρ
γ

⋅⋅⋅
+=⇒−tt XXE

. Â ýòî ñîîòíîøåíèå âõîäèò

2 íåèçâåñòíûõ: 2221 иϕϕ . Íóæíî ïîëó÷èòü åùå îäíî ñîîòíîøåíèå, ÷òîáû îïðåäå-

ëèòü èõ. Ïîýòîìó óìíîæàåì îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà Xt-2 è ïðîèçâîäèì
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òó æå ñàìóþ îïåðàöèþ. Ïîëó÷èòñÿ 221212 ϕρϕρ += . Ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 2221 иϕϕ , à êîýôôèöèåíòû ýòîé ñèñòåìû óðàâíå-

íèé âûðàæåíû ÷åðåç 1ρ è 2ρ , ñâÿçü êîòîðûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ ïðîöåññà íàì óæå èçâåñòíà. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàø ïîäõîä äàåò ñâÿçü ìåæäó
êîýôôèöèåíòàìè àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè. Â äàííîì ñëó÷àå ó íàñ âñåãî äâà óðàâíåíèÿ, ìîæíî ðåøàòü èõ ïî-
ðàçíîìó. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îäèí åäèíñòâåííûé êîýôôè-
öèåíò 22ϕ , ïîýòîìó íàèáîëåå ýêîíîìíî áóäåò èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî Êðàìåðà.

2
1

21

1

22 1

1

ρ

ρρ
ρ

ϕ
−

= . Êñòàòè, îáðàòèòå âíèìàíèå, ïîñêîëüêó ρ1 – ýòî çíà÷åíèå àâòîêîððå-

ëÿöèîííîé ôóíêöèè, òî îíî ìåíüøå 1, òî åñòü â çíàìåíàòåëå 0 íå áóäåò. Äëÿ ïðî-

öåññà AR(1) 2
21 αραρ == ; . Ïîýòîìó: 0

1 2
1

22

22 =
−
−

=
ρ
ααϕ , êàê ìû è îæèäàëè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñ÷èòàòü 33ϕ , çàïèøåì òåîðåòè÷åñêóþ ðåãðåññèþ

ttttt XXXX εϕϕϕ +++= −−− 333232131 . Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì ñèñòåìó

óðàâíåíèé:







++=
++=
++=

⋅
⋅

⋅

.1
1

1

331322313

133321312

233132311

ϕρϕρϕρ
ρϕϕρϕρ
ρϕρϕϕρ

Âíîâü íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî êîýôôèöèåíò 33ϕ . Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì

Êðàìåðà, íî, âîîðóæåííûå îïûòîì ïðåäûäóùåãî, ñ÷èòàåì òîëüêî îïðåäåëèòåëü â
÷èñëèòåëå.

312

21

11

3 1
1

ρρρ
ρρ
ρρ

=∆ .

Òåïåðü ìîæíî âûðàçèòü îïðåäåëèòåëü â ÷èñëèòåëå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k.
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùàÿ çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé è ÷à-
ñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé, ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
Þëà-Óîêåðà äëÿ òåîðåòè÷åñêîé ðåãðåññèè ñ íåèçâåñòíûìè è ïîäëåæàùèìè îïðå-
äåëåíèþ çíà÷åíèÿìè ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè:










++++=

++++=
++++=

⋅⋅

⋅
⋅

−−−

−

−

...
................................................................................

..

..

1

1
1

332211

2132112

1231211

kkkkkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

ϕρϕρϕρϕρ

ρϕρϕϕρϕρ
ρϕρϕρϕϕρ
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Èñêîìûé îïðåäåëèòåëü èìååò âèä:

kk

k

k

ρρ

ρρ
ρρρ

LLL

MLKLM

LK

K

1

21

121

1
1

−

−

=∆ .

Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè âñå ýëåìåíòû êðîìå ïîñëåäíåãî áóäóò ðàâíû 1. Ñâÿçü
ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè kkϕ  è kρρ ,...1 , òî åñòü ìåæäó àâòîêîððåëÿöèîííîé è ÷à-

ñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèÿìè, âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

∆
∆

= k
kkϕ , ãäå ∆  – îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé

1

1
1

1

21

121

LLL

MLKLM

LK

K

−

−

−−

=∆

k

k

kk

ρ

ρρ
ρρρ

.

Çíàÿ êîýôôèöèåíòû àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ìîæíî ïî óðàâíåíèÿì
Þëà-Óîêåðà ïåðåñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè,
è íàîáîðîò.

Ïîñìîòðèì, ÷åìó áóäåò ðàâíî ∆3. Äëÿ ñëó÷àÿ AR(1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:

01
1

32

2 =
ααα
αα
αα

.

Îïðåäåëèòåëü, êàê è îæèäàëîñü, ðàâåí 0, ïîòîìó ÷òî òðåòèé ñòîëáåö ïðîïîðöèî-
íàëåí ïåðâîìó, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí êîýôôèöèåíòó
óðàâíåíèÿ ïðîöåññà. Åñëè ñ÷èòàòü ÷åòâåðòîå, ïÿòîå è òàê äàëåå çíà÷åíèÿ ÷àñòíîé
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, òî âñå îíè ðàâíû 0. Ïîýòîìó äëÿ ïðîöåññà AR(1)
çíà÷åíèÿ ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðàâíû 0.
Ïîëó÷åí èíäèêàòîð òîãî, ÷òî èññëåäóåìûé  ïðîöåññ òî÷íî ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì
AR(1).

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññà AR(p): åñëè k>p, òî ÷èñëî ñòîëáöîâ â îïðåäåëèòå-
ëå k∆  áîëüøå, ÷åì ïîðÿäîê àâòîðåãðåññèè. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

äëÿ kρρ ,...1  ïîêàçûâàåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ k>p, êàæäîå ρ âûðàæàåòñÿ îäíîé è òîé æå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé. Êàê òîëüêî ÷èñëî ñòîëáöîâ áîëüøå
p, òî êàæäûé ñòîëáåö ñ íîìåðîì áîëüøèì k ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïðå-
äûäóùèõ ñòîëáöîâ. Ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè – ýòî êî-
ýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïðîöåññà pααα ,...,, 21 . Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèé ñòîëáåö

âñåãäà åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ p ïðåäûäóùèõ ñòîëáöîâ, êàê òîëüêî k>p. Ïîýòî-
ìó îïðåäåëèòåëü òàêîé ìàòðèöû îáÿçàí îáðàòèòüñÿ â íóëü.
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Îáùèé âûâîä: ÷àñòíàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ àâòîðåãðåññèîíîãî ïðî-
öåññà AR(p), ðàâíà 0 äëÿ k>p, è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíà 0 ïðè pk ≤ .

Â ðåçóëüòàòå ÷àñòíàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïðîöåññà AR èãðà-
åò òî÷íî òàêóþ æå êà÷åñòâåííóþ ðîëü, êàê àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïðî-
öåññà ÌÀ. Îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü, êàê òîëüêî k>p. Ìû ýòî äîêàçàëè â îáùåì ñëó÷àå
è ïðîäåìîíñòðèðîâàëè íà ïðîöåññàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà.

Òåïåðü äåëàåì ñëåäóþùèé øàã. Ïåðåõîäèì ê êîìáèíàöèè äâóõ ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ ïðîöåññîâ AR(p) è MA(q). Ðàññìîòðèì îáùèé ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè-ñêîëüçÿ-
ùåãî ñðåäíåãî, êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå: ARMA – àâòîðåãðåññèÿ-ñêîëüçÿùåå ñðåä-
íåå. Ìû íàçîâåì òàê ïðîöåññ ñëåäóþùåãî âèäà: tqtp LXL εβα )()( =  èëè â ðàçâåðíó-

òîì âèäå: qtqttptptt XXX −−−− ++++++= εβεβεαα ...... 1111 .

Âûâåäåì óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà ARMA. Ìû óæå óñòàíîâèëè, ÷òî
åñëè âñå êîðíè ïîëèíîìà )(Lpα  ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, òî ñóùåñòâóåò îá-

ðàòíûé îïåðàòîð, è ìû ìîæåì çàïèñàòü: tqpt LLX εβα )()]([ 1−= . Îáðàòíûé îïåðàòîð

ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé, êàæäóþ ïðåäñòàâèòü êàê áåñêî-
íå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, òî åñòü áåñêîíå÷íûé îïåðàòîðíûé
ïîëèíîì. Ïðè óìíîæåíèè íà êîíå÷íûé ïîëèíîì ìû ïîëó÷èì âíîâü áåñêîíå÷íûé
ïîëèíîì. Âûðàæåíèå èìååò ñìûñë, åñëè âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ïîëèíîìà

)(Lpα  ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. À òîãäà ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàç-

ëîæåíèåì Âîëüäà, è ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí. Òî åñòü âñÿ ýòà öåïî÷êà ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññà ARMA îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî åãî AR-÷àñòüþ.
Ïîýòîìó óñëîâèÿ òå æå ñàìûå, ÷òî ó ïðîöåññà AR. Ïðîöåññ ARMA ñòàöèîíàðåí,
åñëè êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ AR-÷àñòè ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíè-
öû. Òî÷íî òàê æå, óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè ïðîöåññà, òî åñòü âîçìîæíîñòü âûðàçèòü

εt ÷åðåç Хt, òî åñòü ñóùåñòâîâàíèå âûðàæåíèÿ: tpqt XLL )()]([ 1αβε −= , ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè îáðàòèìîñòè ÌÀ-÷àñòè. Åñëè ÌÀ-÷àñòü îáðàòèìà, òî
è âåñü ïðîöåññ îáðàòèì.

Èòàê, åñëè ïðîöåññ ARMA ñòàöèîíàðíûé, òî îí èìååò îáÿçàòåëüíî ÌÀ(∞)
ïðåäñòàâëåíèå, êàê ëþáîé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ïî òåîðåìå Âîëüäà, íî îí èìååò
è êîíå÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ARMA(p,q). Îí ìîæåò èìåòü åùå è áåñêîíå÷íîå AR(∞)
ïðåäñòàâëåíèå. Òî åñòü ìû âèäèì, ÷òî ARMA(p,q) ìîæåò áûòü î÷åíü óäîáíûì
ïðåäñòàâëåíèåì îäíîãî è òîãî æå ïðîöåññà. Ïîýòîìó, åñëè ìîæíî «ñîãíàòü» ïðî-
öåññ â ARMA, òî îí îïðåäåëÿåòñÿ âñåãî p+q ïàðàìåòðàìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ARMA ðàâ-
íî íóëþ: 0}{ =tXE .

×òîáû âûÿñíèòü, êàê âåäåò ñåáÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ è ÷àñòíàÿ àâòîêîððå-
ëÿöèîííàÿ ôóíêöèè ïðîöåññà ARMA, íà÷íåì ñ ïðîñòîé ñèòóàöèè, à èìåííî ñ ïðî-
öåññà ARMA(1,1). Â îïåðàòîðíîé çàïèñè: tt LXL εβα )1()1( +=− , èëè â îáû÷íîì âèäå:

11 −− ++= tttt XX βεεα .

Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïðèíèìàåò âèä 1<α , óñëîâèå îáðàòèìîñòè – 1<β .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè ïðîöåññà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ÌÀ(∞) ïðåäñòàâëåíèå,
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ñîîòâåòñòâóþùåå òåîðåìå Âîëüäà, òàê íàçûâàåìîå ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîãî ôèëüòðà.

tttt LLLLLL
LX εβααβαεααβε

α
β ])()(1[)1)(1(

1
1 222 ...... +++++=++++=

−
+

= .

Òîãäà 
2

2

2
2

2

2
2222

1
21

1
)(1))()(1()( εεε σ

α
αββσ

α
βασβααβα

−
++

=












−
+

+=+++++= ...tXVar .

×òîáû ïîñ÷èòàòü ïåðâóþ àâòîêîððåëÿöèþ, óìíîæèì âûðàæåíèå

11 −− ++= tttt XX βεεα  íà 1−tX
è âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé. Ïîëó÷èì

)( 1101 −−+= tt XCov ,εβαγγ .

Óìíîæèâ âûðàæåíèå 2121 −−−− ++= tttt XX βεεα  íà 1−tε è âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå, ïîëó÷àåì 2
11 )( εσε =−− tt XCov , . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì 2

01 εβσαγγ += .

Îêîí÷àòåëüíî: 
αββ
αββα

γ
γ

ρ
21

)1)((
2

0

1
1 ++

++
== .

Ïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïîëó÷èòü ïðîùå. Åñ-
ëè óìíîæèòü tX  íà 2−tX  è âçÿòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ïîëó÷èì: 12 αγγ = .

Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé γ ñ èíäåêñîì áîëüøèì, ÷åì ïîðÿäîê ÌÀ-÷àñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî
èç ðàâåíñòâà kk αγγ =+1  ñëåäóåò ðàâåíñòâî kk αρρ =+1 . Òî åñòü ìû ïîëó÷èëè òî æå

ñàìîå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå èìåëè äëÿ «÷èñòîé» ìîäåëè AR(1). Ìû íàçûâàëè ýòî
óðàâíåíèÿìè Þëà-Óîêåðà äëÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû
óñòàíîâèëè, ÷òî, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, àâòîêîððåëÿöèè ARMA(1,1) âåäóò ñåáÿ òàê
æå, êàê àâòîêîððåëÿöèè AR(1), íî ïåðâûå àâòîêîððåëÿöèè ýòèõ ïðîöåññîâ ðàçëè-
÷àþòñÿ.

Äëÿ AR(1), àâòîêîððåëÿöèè èìåëè âèä i
i 1αρ = . Äëÿ ïðîöåññà ARMA(1,1)

11 αρ ≠ , 
αββ
αββαρ

21
)1)((

21 ++
++

= . Îäíàêî, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî íîìåðà, çíà÷åíèÿ àâòîêîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè âñå ðàâíî óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî. Äëÿ ïðîöåññà ARMA(p,q)
ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, åñëè, êîíå÷íî, ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí. Ïåðâûå
p çíà÷åíèé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû AR
è MA-÷àñòåé, à ïîòîì çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ â âè-
äå ñóììû ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèõ ñëàãàåìûõ. Âûâîä î÷åíü âàæåí äëÿ äàëü-
íåéøåãî.

Äëÿ ïðîöåññà ARMA(p,q), ïðèìåíÿÿ òîò æå ìåòîä óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðî-
öåññà íà çíà÷åíèÿ itX −  è ïîñëåäóþùåãî âçÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîëó-

÷èì, ÷òî äëÿ )1max( +> qpk ,  àâòîêîððåëÿöèè kρ  îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâ-

íåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì AR-÷àñòè. À âñå ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ kρ  ìîãóò áûòü

âûðàæåíû ÷åðåç êîýôôèöèåíòû qp βββααα ,...,,,,...,, 2121  êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé ñïîñîáîì àíàëîãè÷íûì ïðîöåññó ARMA(1,1). Ñëå-
äîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà )1max( +qp, , àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ «çàòóõà-
åò» â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è äëÿ ïðîöåññà AR. Òàêèì æå êà÷åñòâåííûì ïîâåäåíèåì
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õàðàêòåðèçóåòñÿ è ÷àñòíàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà ARMA(p,q). Èí-
òóèòèâíî òàêîå ñâîéñòâî ïîíÿòíî. Ìû ãîâîðèëè, ÷òî äëÿ ÌÀ(q) àâòîêîððåëÿöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ äëÿ íîìåðîâ, áîëüøèõ q, ïðîñòî ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó âëèÿíèå MA-
÷àñòè ïðè k>q êàê áû ïðåêðàùàåòñÿ, è äàëüøå «ðàáîòàåò» òîëüêî AR(p). Íàîáîðîò,
÷àñòíàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïðîöåññà AR(p) äëÿ k, áîëüøèõ ÷åì p,
ðàâíà íóëþ. Òî åñòü AR(p) ïåðåñòàåò âëèÿòü íà ÷àñòíóþ àâòîêîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ, è îñòàåòñÿ òîëüêî âëèÿíèå ÌÀ(q).

Ðåçþìèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ïðîöåññ îòíîñèòñÿ ê òèïó ARMA(p,q), òî, íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà (ïðè÷åì ýòîò íîìåð âàæåí, îí íàì ãîâîðèò î âåëè÷èíå
p è q), è àâòîêîððåëÿöèîííàÿ, è ÷àñòíàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèè âåäóò ñåáÿ
êàê ñóììà çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò, åñëè ðÿä ñòàöèîíàðåí.

Õîòåëîñü áû îáðàòèòü âíèìàíèå íà åùå îäèí ïîáî÷íûé ðåçóëüòàò. Äëÿ ïðî-
öåññà AR(1) ïîëó÷åíî âûðàæåíèå αρ =1 . Ñðàâíèì ýòó ïåðâóþ àâòîêîððåëÿöèþ ñ

àíàëîãè÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà ARMA(1,1): 
αββ
αββαρ

21
)1)((

21 ++
++

= . Â äëèí-

íûõ ôèíàíñîâûõ ðÿäàõ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî, êàê ïðàâèëî, 0<β  è βα > . Â ýòîì

ñëó÷àå ïåðâàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ äëÿ ïðîöåññà ARMA(1,1) áóäåò çàìåòíî ìåíüøå,
÷åì äëÿ ïðîöåññà AR(1) ñ òåì æå êîýôôèöèåíòîì α .

Ïðîöåññû ARMA, ðàññìàòðèâàåìûå äî ñèõ ïîð, ÿâëÿëèñü ñòðîãî íåäåòåð-
ìèíèðîâàííûìè, â ÷àñòíîñòè èìåëè íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Åñëè â
óðàâíåíèå ïðîöåññà ARMA tqtp LxL εβα )()( =  ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå µ−= tt Xx , òî

ïîëó÷èì: tqtp LXL εβµα )())(( =− . Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ðàâåí-

ñòâî µααααµµα )1()1()( 21 ppp L =−−−−= ... , ïîëó÷àåì tq

θ

ptp LYL εβµαα )()1()( +=
321

, ãäå

θ  – íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà â óðàâíå-
íèå ìû ó÷èòûâàåì íåíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ïðîöåññà áóäåò ðàâíî 
)1(pα

θµ = . Ïîýòîìó ìû ìîæåì áåç ïîòåðè îáùíîñòè

ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ ñ íåíóëåâûì, íî ïîñòîÿííûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.

Ëåêöèÿ 4

Òåïåðü íàì îñòàëîñü ñäåëàòü îäèí íåáîëüøîé øàã. Ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ìî-
äåëüþ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ARMA(p,q). Â òî æå âðåìÿ îäèí èç ïðèìåðîâ, êîòî-
ðûé ìû ðàññìîòðåëè, áûë íåñòàöèîíàðíûé ðÿä ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Åãî óðàâíå-
íèå èìåëî âèä: ttt XX ε+= −1 . Ìû âèäåëè, ÷òî åñëè âçÿòü ïåðâóþ ðàçíîñòü, ðàâíóþ

tttt XLXXX )1(1 −=−=∆ − , òî óðàâíåíèå ñâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåìó: ttt yX ε==∆ . Òî

åñòü â ïåðâûõ ðàçíîñòÿõ ðÿä ñòàíåò ñòàöèîíàðíûì. Ýòî áûë ïåðâûé ïðèìåð, êîã-
äà îïåðàöèè âçÿòèÿ ðàçíîñòè ïðèâîäÿò ê ñòàöèîíàðíîìó ðÿäó. Ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ñòàöèîíàðíîñòè íå òîëüêî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå.
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Ðàññìîòðèì ðÿä âèäà tt ttX εγβα +++= 2 . Åãî ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííàÿ

÷àñòü, òî, ÷òî ìû íàçâàëè òðåíäîì, ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ðÿä íåñòàöèîíàðíûé. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîãî ïðîöåñ-
ñà çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïðèâîäèòñÿ ëè òàêîé ðÿä âçÿòèåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàç-
íîñòåé ê ñòàöèîíàðíîìó? Åñëè ìû âîçüìåì ïåðâóþ ïîñëåäîâàòåëüíóþ ðàçíîñòü,
òî ïîëó÷èì:

)(2)1()1( 11
22

−− −+−+=−−−−−−+++=∆ ttttt tttttX εεγγβεγβαεγβα .

Ñòåïåíü ïîëèíîìà, îïèñûâàþùåãî òðåíä, ïîíèçèëàñü íà åäèíèöó. Åñëè ïðîâåñòè

âçÿòèå âòîðîé ðàçíîñòè, òî îñòàíåòñÿ )2(2 211
2

+−− +−+=∆−∆=∆ tttttt XXX εεεγ , òî

åñòü ïîëó÷èì ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ. Ïðàâäà, ìû âèäèì, êàê â óðàâíåíèå íà÷èíà-
åò «ïðîíèêàòü» ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå. Ïîëó÷åííûé äâóêðàòíûì âçÿòèåì ðàçíîñòåé
ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ÌÀ(2). Íî, ïî êðàéíå ìåðå, âçÿòèåì
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé èñõîäíûé ðÿä ñ êâàäðàòè÷íûì òðåíäîì ïðèâîäèòñÿ
ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó. Ïîäìåòèâ ýòî ñâîéñòâî, Áîêñ è Äæåíêèíñ [2]3) ïðåäëîæèëè
âûäåëèòü êëàññ íåñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ, êîòîðûå âçÿòèåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàç-
íîñòåé ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó, à èìåííî ê âèäó ARMA. Åñëè ðÿä
ïîñëå âçÿòèÿ d ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé ïðèâîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó, òî ìû
âñëåä çà Áîêñîì è Äæåíêèíñîì íàçîâåì ýòîò ðÿä ARIMA(p,d,q). Òàê ïðèíÿòî, ÷òî
d âñòàâëÿåòñÿ â ñåðåäèíó. Ñîêðàùåíèå I (îò àíãëèéñêîãî – Integrated) îçíà÷àåò
èíòåãðèðîâàííûé. Îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ê âçÿòèþ ïîñëåäîâàòåëüíîé ðàçíîñòè, – ýòî
ñóììèðîâàíèå. Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ðàçíîñòü íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì. Îáðàò-
íûé ïåðåõîä îò äèôôåðåíöèàëà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì, è ýòîò òåðìèí èñ-
ïîëüçóåòñÿ â àááðåâèàòóðå ïðîöåññà, õîòÿ èìååòñÿ â âèäó ñóììèðîâàíèå.

ARIMA – ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè – èíòåãðèðîâàííîãî ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî.
Ïðè ýòîì p – ïàðàìåòð AR-÷àñòè, d – ñòåïåíü èíòåãðàöèè, è q – ýòî ïàðàìåòð
ÌÀ-÷àñòè. Â îïåðàòîðíîì âèäå ARIMA (p,d,q) çàïèñûâàåòñÿ êàê:

tqt
d

p LxL εβα )()( =∆ .

Èëè ïî-äðóãîìó tqt

dp

d
p LxLL εβα )()1)(( =−

+
44 344 21

. Ýòîò ïðîöåññ íåñòàöèîíàðíûé, ïîòîìó

÷òî çäåñü íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, ÷òî âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Íî, åñëè îáîçíà÷èòü tt
d yxL =− )1( , òî ty  – ýòî ñòà-

öèîíàðíûé ïðîöåññ.
Îñíîâíàÿ çàñëóãà Áîêñà è Äæåíêèíñà íå â òîì, ÷òî îíè ýòî ïðèäóìàëè, à â òîì,

÷òî îíè ñäåëàëè ýòîò ïîäõîä ëåò 25–30 íàçàä âåñüìà ïîïóëÿðíûì è ââåëè â ïðàê-
òèêó ïðîãðàììû äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà â êîìïüþòåðíûé ïàêåò íàó÷íûõ
ïðîãðàìì äëÿ ñèñòåìû IBM-360, ðàñïðîñòðàíåííîé â 1970–1980 ãã. ïî âñåìó ìèðó.

Ïîäõîä Áîêñà-Äæåíêèíñà

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, â ÷àñòíîñòè ARIMA, êàê
íåêîòîðóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ïðî-

                                                          
3) Ïåðâîå èçäàíèå ýòîé êíèãè âûøëî â 1970 ã. Âïåðâûå ìîäåëè òèïà ARMA áûëè ðàññìîò-

ðåíû â [4].
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öåññîâ ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ îáðàòíîé ñèòóàöèåé, êîãäà ó íàñ åñòü ðåàëèçàöèÿ ðÿäà,
è íàäî ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ìîãëà
áû ïîðîäèòü òàêóþ ðåàëèçàöèþ, òî åñòü ïîñòðîèòü ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ïðî-
öåññà. Ïîëüçóÿñü òåðìèíîëîãèåé Ä. Õåíäðè, áóäåì èíîãäà íàçûâàòü òàêóþ ìîäåëü
DGP (Data Generating Process). Áîêñ è Äæåíêèíñ ïðåäëîæèëè ñëåäóþùèé ïîäõîä
ê âûáîðó ìîäåëè òèïà ARIMA ïî íàáëþäàåìîé ðåàëèçàöèè âðåìåííîãî ðÿäà.

Ïðåæäå ÷åì îïèñûâàòü ýòîò ìåòîä, íàäî ââåñòè åùå îäíî ïîíÿòèå, êîòîðîå
íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, çàíèìàÿñü îöåíèâàíèåì èëè ïîäáîðîì ìîäåëè, ïîðîæ-
äàþùåé ðåàëèçàöèþ âðåìåííîãî ðÿäà. Ìû ãîâîðèëè, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ –
ýòî ôóíêöèÿ êàê áû äâóõ âåëè÷èí: âðåìåíè è ñëó÷àéíîñòè. Êîãäà ñëó÷àéíîñòü ôèê-
ñèðîâàíà, ìû ðàññìàòðèâàåì îäíó ðåàëèçàöèþ. Îäíàêî âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ êà-
ñàþòñÿ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òàêèõ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

}{ tXE  è äðóãèå. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî â êàæäûé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ìû

èìååì âñþ ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó
ìîìåíòó âðåìåíè. Âñÿêèé ðàç óñðåäíåíèå èäåò ïî ïîâòîðÿþùåéñÿ âûáîðêå. Îäíàêî
â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè – îäíà åäèíñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ïîýòîìó ëþáàÿ ñòàòèñòè-
êà, ñ êîòîðîé ìû áóäåì èìåòü äåëî, ìîæåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî ðåàëèçàöèþ, à íå
ïîâòîðÿþùóþñÿ âûáîðêó. Åäèíñòâåííîé, ïî ñóòè, âîçìîæíîñòüþ îñòàåòñÿ óñðåäíå-
íèå ïî ðåàëèçàöèè, ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó íàì íóæíû îñíîâàíèÿ, ÷òîáû ñ÷èòàòü, ÷òî
óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè â êàêîì òî ñìûñëå ýêâèâàëåíòíî óñðåäíåíèþ ïî âñåâîçìîæ-
íûì çíà÷åíèÿì ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïðîöåññû, êîòîðûå îáëàäàþò òàêèì
ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè (ergodic). Íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïðîöåññà áûòü
ñòàöèîíàðíûì, âîîáùå ãîâîðÿ, íóæíî åùå, ÷òîáû ïðîöåññ áûë ýðãîäè÷åñêèì. Èíîãäà
ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò ñâîéñòâîì õîðîøåãî ïåðåìåøèâàíèÿ. Ðàçáðîñàííûå â ðàçíûå
ìîìåíòû âðåìåíè çíà÷åíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà äîëæíû ñîñòàâèòü òàêóþ æå êà÷åñò-
âåííî âûáîðêó, êàê ïîâòîðíàÿ âûáîðêà â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè.

Ýðãîäè÷íîñòü – ýòî ñâîéñòâî, ïîçâîëÿþùåå äëÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-
äàíèé èñïîëüçîâàòü óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè (ïî ðåàëèçàöèè). Íàïðèìåð, ìû õîòèì
îöåíèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ìû äîëæíû âçÿòü âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â
îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè t. Ó íàñ òàêèõ íåò. Íî ó íàñ åñòü çíà÷åíèÿ â äðóãèå
ìîìåíòû âðåìåíè. Ñâîéñòâî õîðîøåãî ïåðåìåøèâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ó íàñ
äîñòàòî÷íî äëèííàÿ ðåàëèçàöèÿ, òî ìîæíî çàìåíèòü óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ, ïî
ìíîæåñòâó, óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ áûë

ýðãîäè÷íûì, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ [3] 0)(
1

1  → ∞→
=

− ∑ T

T

k
kT γ .

Ìû âèäèì, ÷òî ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû ARMA(p,q) îáëàäàþò ñâîéñòâîì ýðãîäè÷-
íîñòè. Íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ íå ìîæåò áûòü ýðãîäè÷åñêèì. Íî íå âñÿêèé ñòà-
öèîíàðíûé ïðîöåññ ýðãîäè÷åí, õîòÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé íàëè÷èå ñòàöèîíàð-
íîñòè íåÿâíî ïîäðàçóìåâàåò ýðãîäè÷íîñòü. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî îäíîé ñòàöèîíàð-
íîñòè ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå ðåàëèçàöèé íåäîñòàòî÷íî.

Çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè òèïà ARIMA ïî ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-
ñà Áîêñ è Äæåíêèíñ ïðåäëîæèëè ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

I ýòàï

1. Óñòàíîâèòü ïîðÿäîê èíòåãðàöèè d, òî åñòü äîáèòüñÿ ñòàöèîíàðíîñòè ðÿ-
äà, âçÿâ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé. Äðóãèìè ñëîâàìè,
«îñòàöèîíàðèòü» ðÿä.
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2. Ïîñëå ýòîãî ìû ïîëó÷àåì âðåìåííîé ðÿä tY , ê êîòîðîìó íóæíî ïîäîá-

ðàòü óæå ARMA(p,q). Èñõîäÿ èç ïîâåäåíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé (SACF) è ÷àñòíîé
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé (SPACF)4), óñòàíîâèòü ïàðàìåòðû p è q.

I ýòàï ïðèíÿòî íàçûâàòü èäåíòèôèêàöèåé ìîäåëè ARIMA(p,d,q). Ýòî âñåãî
ëèøü îïðåäåëåíèå âåëè÷èí p, d, q, íî èìåííî â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ñíà÷àëà
d, à ïîòîì p è q.

II ýòàï

Îöåíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ qp βββααα ,...,,,,...,, 2121  ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû óæå

çíàåì p è q.

III ýòàï

Ñòàíäàðòíàÿ äëÿ ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ïðîöåäóðà. Ïî îñòàòêàì îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ òåñòèðîâàíèå èëè äèàãíîñòèêà ïîñòðîåííîé ìîäåëè.

IV ýòàï

Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè, â îñíîâíîì, äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ áóäóùèõ çíà÷åíèé
âðåìåííîãî ðÿäà.

Áîêñ è Äæåíêèíñ ïðèìåíèëè ýòîò ïîäõîä êî ìíîãèì âðåìåííûì ðÿäàì, êîòî-
ðûå áûëè èçâåñòíû â òî âðåìÿ, êàê ê ôèíàíñîâûì, òàê è ê ìàêðîýêîíîìè÷åñêèì.
Ïðàâäà, íàäî ñêàçàòü, ÷òî ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ðÿäû òîãäà áûëè, â îñíîâíîì, êî-
ðîòêèå. Áîêñ è Äæåíêèíñ ñìîãëè ïîñòðîèòü ìîäåëè òèïà ARIMA äëÿ âñåõ èññëå-
äóåìûõ ðÿäîâ è óñòàíîâèëè, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ýêîíîìè÷åñêèå ïðî-
öåññû îïèñûâàþòñÿ ìîäåëÿìè ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèìè âåëè÷èíàìè ïàðàìåò-
ðîâ p è q, à ïàðàìåòð d îáû÷íî íå ïðåâûøàåò 2. Ê òîìó æå îêàçàëîñü, ÷òî òî÷-
íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî ìîäåëÿì ARIMA îêàçàëàñü âûøå, ÷åì äàâàëè â òî âðåìÿ
ýêîíîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè. Áîêñ è Äæåíêèíñ ïðèëîæèëè ìíîãî óñèëèé, ïðîïàãàíäè-
ðóÿ èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé òèïà ARIMA, êîòîðûå äàþò óäîáíîå è êîìïàêòíîå îïè-
ñàíèå î÷åíü ìíîãèõ ïðîöåññîâ.

Åñëè èññëåäóåìûé ðÿä íåñòàöèîíàðíûé, òî åãî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíê-
öèÿ íå áóäåò óáûâàòü. Åñëè ðÿä ñòàöèîíàðåí, òî ìû çíàåì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî
íîìåðà, òåîðåòè÷åñêèå àâòîêîððåëÿöèè áóäóò óáûâàòü. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññ÷èòàòü
èõ îöåíêè – âûáîðî÷íûå àâòîêîððåëÿöèè, è ïîñìîòðåòü, óáûâàþò îíè èëè íåò. Åñëè
ðÿä îêàæåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ïåðåéòè ê îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ p è q. Åñëè íåò,
òî íàäî ïîñòðîèòü ðÿä ïåðâûõ ðàçíîñòåé è ïðîâåðèòü íà ñòàöèîíàðíîñòü åãî.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîöåññ ttt XX εα += −1 , )0( 2σε ,~ WNt . Ïðè 1>α
âçÿòèå ïåðâîé ðàçíîñòè íå ïîìîæåò ñäåëàòü ðÿä ñòàöèîíàðíûì. Ýòî íåñòàöèîíàð-
íûé ðÿä âçðûâíîãî òèïà, îöåíêè åãî «àâòîêîððåëÿöèîííîé» ôóíêöèè ðàñòóò ñ óâå-
ëè÷åíèåì ñäâèãà âî âðåìåíè. Åñëè æå 1=α , òî ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíîå
áëóæäàíèå è ïîñëå âçÿòèÿ ïåðâîé ðàçíîñòè îí ñòàíåò ñòàöèîíàðíûì.

Ïåðåõîäèì ê îöåíèâàíèþ ïî âûáîðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èññëå-
äóåìîãî ïðîöåññà â ïðåäïîëîæåíèè åãî ýðãîäè÷íîñòè. Â êà÷åñòâå îöåíêè ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ñòàòèñòèêà ∑
=

=
T

t
tXTX

1

1
, òî åñòü îáû÷íîå ñðåä-

                                                          
4) S – îò ñëîâà âûáîðî÷íûé. Ïîëíàÿ àááðåâèàòóðà îçíà÷àåò Sample Autocorrelation Func-

tion è Sample Partial Autocorrelation Function ñîîòâåòñòâåííî.
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íåå ïî âûáîðêå. Â êà÷åñòâå îöåíêè äèñïåðñèè ïðîöåññà îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ ñëå-

äóþùàÿ âåëè÷èíà: ∑ −= − 212 )( XXTS t . Îáðàòèòå âíèìàíèå, äåëèòåëü íå (T-1), êàê

ïðèâû÷íî äëÿ îáðàáîòêè íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé, à Т. Äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåí-

òà òåîðåòè÷åñêîé àâòîêîððåëÿöèè èñïîëüçóåì 2
1

))((

ST

XXXX
r

T

kt
ktt

k ⋅

∑
+=

− −−

= . Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà âûáîðî÷íûõ êîâàðèàöèé èñïîëüçóåòñÿ îäèíàêîâûé äåëè-
òåëü – Т, ÷òî, â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé, äàåò ñìåùåííûå îöåíêè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ êîâàðèàöèé. Åñëè áû ìû òðåáîâàëè íåñìåùåííîñòè îöå-
íîê, òî ó íàñ áû áûëè ðàçíûå äåëèòåëè ïðè ðàçëè÷íûõ k. Êðîìå òîãî, ïðè óâåëè-
÷åíèè k óìåíüøàåòñÿ îáúåì âûáîðêè, ïðèãîäíûé äëÿ ðàñ÷åòà îöåíêè ñîîòâåòñò-
âóþùåãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè. Íà ïðàêòèêå, ïî ðåêîìåíäàöèè, èäóùåé åùå
îò Áîêñà è Äæåíêèíñà, íå ðàññ÷èòûâàþòñÿ îöåíêè kr  äëÿ 4Tk > .

Îäíèì èç ñëåäñòâèé âûáîðà èìåííî òàêèõ îöåíîê çíà÷åíèé àâòîêîððåëÿöè-
îííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü âûáîðî÷-
íîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû. Ðàíåå ìû îòìå÷àëè íàëè÷èå òàêîãî ñâîéñòâà ó òåî-
ðåòè÷åñêîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Ïðè îäèíàêîâîì äåëèòåëå ó îöåíîê àâ-
òîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðè ðàçëè÷íûõ k ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü âû-
áîðî÷íîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû ãàðàíòèðîâàíà. Ïîýòîìó ìû ïðåäïî÷èòàåì ïóñòü
ñìåùåííóþ îöåíêó, íî ãàðàíòèðóþùóþ ýòî ñâîéñòâî. Âî-âòîðûõ, ïðè äîïîëíèòåëü-
íîì ïðåäïîëîæåíèè î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïðîöåññà èìåííî ýòà
îöåíêà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïîýòîìó ìû æåðò-
âóåì çäåñü íåñìåùåííîñòüþ, òåì áîëåå, ÷òî ó íàñ îáû÷íî Т – îòíîñèòåëüíî áîëü-
øîå, äîáèâàÿñü 2-õ âåùåé: 1) ïðèáëèæàÿñü ê ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ, à îí çäåñü îñíîâíîé, î÷åíü âàæíûé ìåòîä; 2) äîáèâàÿñü ïîëîæèòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé àâòîêîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê





















O

O2

1

21

1
1

r
r

rr

.

Â êà÷åñòâå îöåíîê ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè kkϕ̂  ïðèíèìàþòñÿ

çíà÷åíèÿ âûáîðî÷íîé ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè SPACF, êîòîðûå ïî-
ëó÷àþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû âûáîðî÷íîé ðåãðåññèè òåêóùåãî öåíòðèðîâàííîãî
çíà÷åíèÿ ðÿäà íà k åãî ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé

tktkktkt XXXXXX εϕϕ +−++−=− −− )()()( 11 ... .

Êîýôôèöèåíò kkϕ̂  ïðè ïîñëåäíåì ÷ëåíå è åñòü îöåíêà êîýôôèöèåíòà kkϕ  ÷àñòíîé

àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Òî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà îòðàæàåò ñòàòèñòè÷åñ-
êóþ ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó tx  è ktx − , î÷èùåííóþ îò âëèÿíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà-

÷åíèé, ïîäòâåðæäàåò çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà Ôðèøà-Âàó (1933), êîòîðàÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
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Òåîðåìà Ôðèøà-Âàó. Ïóñòü Y – îáúÿñíÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ, à îáúÿñíÿþùèå
ïåðåìåííûå ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû: lk ZZXX ,...,,..., 11 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç kvvu ,...,, 1

îñòàòêè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) îò ðåãðåññèé kXXY ,...,, 1  ñîîòâåòñò-

âåííî íà ñîâîêóïíîñòü lZZ ,...1 . Òîãäà îöåíêè ÌÍÊ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè ku
íà kvv ,...,1  ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè ïðè ïåðåìåííûõ kXX ,...,1  â ðåãðåññèè Y  íà âñþ

ñîâîêóïíîñòü lk ZZXX ,...,,..., 11 .

Â ìàòåìàòèêå ìíîãèå ðåçóëüòàòû ìîæíî âûðàçèòü â ðàçëè÷íûõ òåðìèíàõ.
Òàê òåîðåìà Ôðèøà-Âàó âûðàæàåò â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèé ïðîñòî
ôîðìóëó îáðàùåíèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû.

Ñâîéñòâà âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ ïðîöåññà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâîéñòâà âûáîðî÷íûõ îöåíîê, ââåäåííûõ ðàíåå,
òðåáóþòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèå è óòîí÷åííûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè. Ïîýòî-
ìó íàèáîëåå ñëîæíûå ðåçóëüòàòû ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ ïðîöåññà, åñëè îí ñòàöèîíàðåí. Ëåãêî âûðàçèòü äèñïåðñèþ âûáî-

ðî÷íîãî ñðåäíåãî: k

T

Tk
ji

T

Tji

T

i

T

j
ji T

kTjiTTTX γγγ )1()()var( 12

1 1

2 ∑∑∑∑
−=

−
−

−=−

−

= =
−

− −=−−== .

Åñëè òåîðåòè÷åñêèå êîâàðèàöèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè k, òî

0)var(  → ∞→TX , è íàøà îöåíêà áóäåò ñîñòîÿòåëüíîé. Åñëè ïðîöåññ tX  ÿâëÿåòñÿ

ãàóññîâûì, òî è îöåíêà X  ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî. Áîëåå òîãî, ýòà îöåíêà ÿâëÿ-
þòñÿ ñóììîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, áîëåå èëè ìåíåå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà, è ïðè
êàêèõ-òî äîñòàòî÷íî ñëàáûõ óñëîâèÿõ çäåñü áóäåò ðàáîòàòü Öåíòðàëüíàÿ Ïðå-
äåëüíàÿ Òåîðåìà (ÖÏÒ). Ìîæíî ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîöåññà

òèïà ARMA îöåíêà X  ðàñïðåäåëåíà àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíî, äàæå äëÿ íåãà-
óññîâà ïðîöåññà.

Ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíîê kr  ñîïðÿæåíî ñ áîëüøè-

ìè ìàòåìàòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè, õîòÿ è îñíîâàíî íà òåõ æå èäåÿõ, ÷òî è ïîëó-
÷åííîå âûøå. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áåç âûâîäà. Åñëè òåîðåòè÷åñ-

êèå àâòîêîððåëÿöèè 0=kρ  äëÿ âñåõ 0>k , òî
T

r Tk
1)var(  → ∞→ . Ýòî áîëåå òî÷íûé

ðåçóëüòàò, ÷åì ïðîñòî ñêàçàòü, ÷òî äèñïåðñèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ [2]. È íàì î÷åíü

âàæíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ Т äèñïåðñèÿ âåäåò ñåáÿ, êàê T
1

. Áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò

äëÿ áîëüøèõ T ãîâîðèò ñëåäóþùåå: )10( ,~ N
as

rT k⋅ . Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Т 95-
ïðîöåíòíûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñîñòàâëÿåò ± 2 ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèÿ.
Åñëè ìû õîòèì, íàïðèìåð, ïðîâåðèòü ãèïîòåçó Í0: 010 =ρ  ïðîòèâ îáû÷íîé àëüòåð-

íàòèâíîé ãèïîòåçû, íàäî ïîñ÷èòàòü 10r  è ïîñìîòðåòü, ïîïàëî ëè îíî â 
Т
12± . Åñ-
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ëè âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå 10r  ïîïàäàåò â ýòîò èíòåðâàë, òî ãèïîòåçó Í0 íå îòâåðãà-

åì íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 5%, åñëè âûõîäèì çà ýòó ãðàíèöó, òî îòâåðãàåì. Ýòà
îöåíêà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà. Áîëåå òî÷íàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ äèñïåð-
ñèè îöåíêè kr  â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå 0=kρ  äëÿ k>q äàåòñÿ ôîðìóëîé

)221(1)var( 22
1 qk Tr ρρ +++= ...  äëÿ k>q. Ãèïîòåçà Í0: 0=kρ  äëÿ k>q îçíà÷àåò, ÷òî

ïðîöåññ åñòü MA(q). Óòî÷íåííàÿ îöåíêà îçíà÷àåò, ÷òî äèñïåðñèÿ rk àñèìïòîòè÷å-
ñêè ñòðåìèòñÿ íå ïðîñòî ê 1/Т, à ê ýòîé âåëè÷èíå ñ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì

ìíîæèòåëåì âèäà )221( 22
1 qρρ +++ ... . Ýòîò òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ îöåíêè äèñïåðñèé ïóòåì çàìåíû ρ  íà âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå r. Äëÿ îöåíêè

äèñïåðñèè )var( 1r ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçóåòñÿ 1/Т. Äëÿ îöåíêè )var( 2r  èñïîëüçóåòñÿ

)21( 2
1

1 rT +− . Äëÿ îöåíêè )var( 3r èñïîëüçóåòñÿ )221( 2
2

2
1

1 rrT ++− . È òàê äàëåå.

Åñëè âðåìåííîé ðÿä ïîðîæäåí ïðîöåññîì AR(p), òî äëÿ k>p îöåíêè çíà÷å-
íèé ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè kkϕ̂  èìåþò òî æå àñèìïòîòè÷åñêè íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: )10( ,~ˆ N
as

T kkϕ⋅ .

Òåïåðü ïåðâûé øàã ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Òîëüêî ó÷òèòå, ÷òî ñâîéñòâà âñåõ îöåíîê ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ε ÿâëÿ-
åòñÿ áåëûì øóìîì. Íîðìàëüíîñòü áåëîãî øóìà íàì çäåñü íå íóæíà, àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíîê îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò Öåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåî-
ðåìû. Ïî ðåàëèçàöèè âðåìåííîãî ðÿäà ðàññ÷èòûâàåì îöåíêè àâòîêîððåëÿöèîííîé
è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé, ïðîâåðÿåì ñòàöèîíàðíîñòü, ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ïåðåõîäèì ê ðÿäó ïåðâûõ ðàçíîñòåé.

Ñïåöèàëèçèðîâàííûå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû ñåãîäíÿ óñòðîåíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âû ãîâîðèòå: «Õî÷ó èññëåäîâàòü ðÿä, ïîñòðîèòü ñòàòèñòèêó». Ïðîãðàììà
âûäàåò ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòèêè, âû ñìîòðèòå, îíè âàì íå íðàâÿòñÿ. Âû, íè÷åãî
íå ìåíÿÿ, ãîâîðèòå: ñäåëàé òî æå ñàìîå äëÿ ðÿäà ðàçíîñòåé. Òàì ýòî âñòðîåíî, âàì íå
íàäî âðó÷íóþ ýòî ïðîãðàììèðîâàòü. Ïðîãðàììà ñòðîèò ñòàòèñòèêè äëÿ ïåðâûõ ðàç-
íîñòåé, âòîðûõ. À âàøå äåëî – ïîêà âèçóàëüíî ñìîòðåòü è ðåøàòü, äîñòàòî÷íî
áðàòü êîíå÷íûå ðàçíîñòè èëè íåò. Ýòî ïåðâûé øàã. Ïîñëå âûáîðà ñòàöèîíàðíîãî ðÿ-
äà, âû ñìîòðèòå, ñ êàêîãî íîìåðà íà÷èíàåòñÿ óáûâàíèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
âûáîðî÷íûõ àâòîêîððåëÿöèîííîé è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé. È, èñ-
õîäÿ èç ýòîãî, äåëàåòå ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p è q. Äà-
ëåå ìîæíî ïåðåõîäèòü êî âòîðîìó ýòàïó: ïðîöåäóðå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ.

² ² ²

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì ñòóäåíòàì, êîòîðûå íå òîëüêî òåðïåëèâî ñëóøà-
ëè è ñäàâàëè ýòîò êóðñ, íî è âíåñëè áîëüøîé âêëàä â ñîçäàíèå ýòîãî òåêñòà. ß òàêæå ïðèçíàòåëåí ïðî-
ôåññîðó ÃÓ–ÂØÝ Ýìèëþ Áîðèñîâè÷ó Åðøîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ ïî ñîäåðæàíèþ è òåêñòó ëåêöèé.
Ðàçóìååòñÿ, âñå îøèáêè, íåòî÷íîñòè è íåóäà÷íûå îáúÿñíåíèÿ îñòàþòñÿ íà ñîâåñòè àâòîðà.
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Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã.

Â ýòîì íîìåðå ïðîäîëæàåòñÿ ïóáëèêàöèÿ êóðñà ëåêöèé «Àíàëèç
âðåìåííûõ ðÿäîâ». Â ïðîøëîì íîìåðå áûëè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, èõ õàðàê-
òåðèñòèêè è ñâîéñòâà, à òàêæå êëàññ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ òèïà ARMA è íåñòàöèîíàðíûõ – òèïà ARIMA. Ïðîàíàëèçèðî-
âàí ïîäõîä Áîêñà–Äæåíêèíñà ê èäåíòèôèêàöèè âðåìåííûõ ðÿäîâ. Â
íàñòîÿùåì íîìåðå ïðîäîëæàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïîäõîäà Áîêñà–Äæåí-
êèíñà, â ÷àñòíîñòè, îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ òèïà ARIMA è ïðîãíîçè-
ðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìîäåëåé, ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ
ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà.

Ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ íåêîòîðûõ íåñòàöèîíàðíûõ
âðåìåííûõ ðÿäîâ, íåñòàöèîíàðíûå ðÿäû òèïà TS è DS, òåñò Äèêêè–
Ôóëëåðà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òèïå ðÿäà.

Ëåêöèÿ 5

Îöåíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëåé òèïà ARMA

Äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè AR(p) tptptt XXX εαα +++= −− ...11  ìîæíî

ïðèìåíèòü îáû÷íûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Ïîñêîëüêó ðåãðåññîðû
îòíîñÿòñÿ ê ïðåäûäóùèì ìîìåíòàì âðåìåíè, à tε

 
– áåëûé øóì, òî êîððåëÿöèÿ

ðåãðåññîðîâ ñî ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèåì tε  îòñóòñòâóåò. ÌÍÊ íå äàåò íåñìåùåí-

íûõ îöåíîê, íî äàåò ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðèñóòñòâóåò ñòî-
õàñòè÷åñêèé ðåãðåññîð. Ðàçóìååòñÿ, ìû äîëæíû òùàòåëüíî ïðîâåðèòü ïî îñòàò-
êàì, äåéñòâèòåëüíî ëè íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî tε  – áåëûé øóì, âûïîë-

íåíû. Åñëè äîïîëíèòåëüíî áåëûé øóì ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì, òî çíà÷åíèÿ tX  ðàñïðå-

äåëåíû íîðìàëüíî, à îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ, ïðîèçâåäåííûå ÌÍÊ, ñîñòîÿòåëüíû è
àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íîðìàëüíîñòü îöåíîê äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè.

Åñëè äàííûå èìåþò íåíóëåâîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, òî ìîæíî ëèáî âû÷åñòü
ýòî ñðåäíåå èç äàííûõ è ñòðîèòü ðåãðåññèþ áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ëèáî ïðîñòî ñòðî-
èòü ðåãðåññèþ ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì θ . Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ ïðîöåññà AR(p) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâå ñòàòèñòèêè: óæå óïîìÿ-
___________________________
Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã. – ïðîôåññîð, ê. ôèç.-ìàò. í., ïðîðåêòîð ÃÓ–ÂØÝ, çàâ. êàôåäðîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìåòðèêè.
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íóòóþ â ïðîøëîé ëåêöèè ∑
=

=
T

t
tXTX

1

1
 è 

pαα
θµ ˆ...ˆ
ˆ

ˆ
−−

=
11

, â êîòîðîé èñïîëüçîâàíû

îöåíêè ÌÍÊ. Äëÿ ãàóññîâà ïðîöåññà tε
 
îáå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíû è àñèìïòîòè÷å-

ñêè íîðìàëüíû. Áîëåå òîãî, îáå îíè àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâèñèìû îò îöåíîê ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè, ïîëó÷åííûõ ÌÍÊ.

Äëÿ ìîäåëåé ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî íåâîçìîæíî àíàëèòè÷åñêè âûðàçèòü îñòà-

òî÷íóþ ñóììó êâàäðàòîâ ∑ 2
ie ÷åðåç çíà÷åíèÿ ðåàëèçàöèè tX  è ïàðàìåòðû ìîäå-

ëè, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèòü ÌÍÊ. Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóþò 2 âîç-
ìîæíîñòè, ïî-ðàçíîìó ðåàëèçîâàííûå ñåãîäíÿ â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ êîìïüþòåð-
íûõ ïðîãðàììàõ.

Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ. Â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè îøèáêè tε  âûðàæàåì êîâàðèàöèîííóþ

ìàòðèöó îøèáîê (åå ýëåìåíòû – çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè) ÷åðåç
ïàðàìåòðû 1β , 2β , …, qβ  îáðàòèìîé ìîäåëè MA(q). Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî âåêòîðà X
r

 èìååò âèä:

2
εσβ ,(

r
L | )X

r
= )exp()det(

)(
2

1
1

2 22

1

εε
σπσ

хх X
XT

rr −
− Σ′

−Σ , ãäå хr  – îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî.

Çäåñü ÷åðåç XΣ  îáîçíà÷åíà êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ïðîöåññà X
r

. Ýëåìåíòû ýòîé

ìàòðèöû âûðàæàþòñÿ, êàê ìû âèäåëè, ÷åðåç ïàðàìåòðû ìîäåëè 1β , 2β , …, qβ ,

ïîýòîìó ïðîöåäóðà ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿåò íàéòè îöåíêè ìåòîäà ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, êîòîðûå áóäóò îáëàäàòü îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè ñî-
ñòîÿòåëüíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè. Êðîìå òîãî, îöåíêè ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè MA(q) è îöåíêà äèñïåðñèè ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâè-
ñèìû.

Âòîðîé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé îáëåã÷èòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, ïðèìå-
íèëè Áîêñ è Äæåíêèíñ [2]. Îíè ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó íåëèíåéíîé
îïòèìèçàöèè: ïðîöåäóðó ïîèñêà íà ñåòêå (grid-search procedure). Ðàññìîòðèì èäåþ
ýòîãî ïîäõîäà íà ïðèìåðå ïðîöåññà MA(2). Íàéäåì ñíà÷àëà îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ïðîöåññà Х  â ïðåäïîëîæåíèè î åãî ñòàöèîíàðíîñòè è ýðãîäè÷íîñòè.
Çàòåì âûáåðåì íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ),( 21 ββ , íàïðèìåð (0,5; 0,5). Èñõîäÿ èç

óðàâíåíèÿ ïðîöåññà, Х1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå îøèáêè, íî îíè íå èç-

âåñòíû. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 11 eXX += . Ýòî äàåò íàì XXe −= 11 . Çàòåì

ïîëàãàåì 1122 eXXe β−−= , 122133 eeXXe ββ −−−=  è òàê äàëåå.

Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ∑ = ),( 21
2 ββSei . Ïî-

ñêîëüêó îíà ïîñ÷èòàíà äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ),( 21 ββ , ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü åå êàê ôóíêöèþ ýòèõ ïåðåìåííûõ. Äàëåå êàêîé-ëèáî ÷èñëåííîé
ïðîöåäóðîé, íàïðèìåð ïîèñêîì íà ñåòêå, ìîæíî ïåðåáèðàòü êîìáèíàöèè 1β  è 2β

èëè ÷èñëåííî èñêàòü ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè: ∑ 2

21

ie
ββ ,

min . Êîýôôèöèåíòû ),( ∗∗
21 ββ ,
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êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ìèíèìóì âûðàæåíèÿ ∑ 2
ie , è áóäóò îöåíêàìè êîýôôèöè-

åíòîâ ìîäåëè MA(2).

Â îáùåì ñëó÷àå ìîäåëè MA(q) ìû ôèêñèðóåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ 00
1 qββ ,...

è îïðåäåëÿåì îñòàòêè ÷åðåç íàáëþäåíèÿ: XXe −= 11 , 1
0
122 eXXe β−−=  è òàê äà-

ëåå. Ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ îñòàòêîâ äîñòàòî÷íî ïðîñòà, âñå îñòàòêè ñ îòðèöàòåëü-
íûìè è íóëåâûì èíäåêñàìè â èñïîëüçóåìûõ âûðàæåíèÿõ çàìåíÿåì íóëÿìè. Çà-

òåì íàõîäèì ∑ 2
ie

β
rmin . ×èñëåííûì ïîèñêîì íàõîäèì îöåíêè ïàðàìåòðîâ. Âîïðîñû

ñõîäèìîñòè ýòîé ïðîöåäóðû è âëèÿíèÿ âûáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé íà ðåçóëüòàò
ìû îñòàâèì çà ðàìêàìè ðàññìîòðåíèÿ. Óïîìÿíåì òîëüêî, ÷òî ïîêàçàíà àñèìïòî-
òè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîé ïðîöåäóðû îöåíèâàíèþ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè ARMA(p,q). Äëÿ èõ îöåíèâàíèÿ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ êîìáèíàöèÿ ìåòîäà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ ïîèñêîì íà ñåòêå. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü, êàê ýòî
äåëàåòñÿ, ðàññìîòðèì ìîäåëü ARMA(2,2). Ïóñòü óðàâíåíèå ìîäåëè èìååò âèä

tt LLXLL εββαα )()( 2
21

2
21 11 ++=−− .
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. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ñëó-

÷àéíûé ïðîöåññ tt LL
Z ε
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1
−−

= . Òîãäà ïðîöåññû tX  è tZ  ñâÿçàíû ñîîòíîøå-

íèåì tt ZLLX )( 2
211 ββ ++= , êîòîðîå íàïîìèíàåò óðàâíåíèå ÌÀ(2), òîëüêî âìåñòî

tε
 
ñòîèò tZ . Îïðåäåëèì «íàáëþäåíèÿ» tZ

 
÷åðåç íàáëþäåíèÿ tX , ñêîíñòðóèðîâàâ

tZ òàê æå, êàê ðàíåå îñòàòêè ìîäåëè ÌÀ, ò.å. çíà÷åíèÿ tZ , êîòîðûå åùå íå îïðå-

äåëåíû (ñ íóëåâûìè è îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè), ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ. Òîãäà:

...
122133

1122

11

ZZXZ
ZXZ

XZ

ββ
β

−−=
−=

=

Íàïðèìåð, èç âûðàæåíèÿ 
321
0

021122
=

++= ZZZX ββ  ñëåäóåò âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé.

Äàëåå çíà÷åíèÿ tZ
 
ñâÿçàíû ñ îñòàòêàìè te

 
èñõîäíîé ìîäåëè ñëåäóþùèìè ñîîò-

íîøåíèÿìè: tttt eZZZ =−− −− 2211 αα . Îòíîñèòåëüíî ïðîöåññà tZ
 
ìîäåëü ñòàëà AR(2).

Çíàÿ «ðåàëèçàöèþ» tZ  äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ 21 ββ , , ìîæíî

îöåíèòü êîýôôèöèåíòû 1α  è 2α  ñ ïîìîùüþ îáûêíîâåííîãî ÌÍÊ. Â ðåçóëüòàòå

íàõîäèì îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ )~,~,~,~( 2121 ββαα , íî ïîëó÷åíû îíè ïî-ðàçíîìó.

http://www.pdffactory.com


254 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ ¹ 2

Îöåíêè )~,~( 21 ββ  çàäàíû êàê íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ. À ïîòîì, èñõîäÿ èç íèõ, ïî-

ñòðîåíû îïòèìàëüíûå îöåíêè )~,~( 21 αα . Ïðèìåíÿÿ ÷èñëåííûé ìåòîä îïòèìèçàöèè
(íàïðèìåð ïîèñê íà ñåòêå) îöåíèâàåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèå ìè-

íèìóì îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ ∑ 2
ie .

Åñëè áåëûé øóì ãàóññîâ, äëÿ îöåíèâàíèÿ ìîäåëè ARMA(p,q) ìîæíî òàêæå
ïðèìåíÿòü ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Îáùàÿ ñõåìà åãî ïðèìåíåíèÿ
òàêîâà. Âûðàæàåì çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðîöåññà ÷åðåç ïàðà-
ìåòðû ìîäåëè, ôîðìèðóåì êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà T, çàïèñûâàåì
ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ èìåþùåéñÿ âûáîðêè TXXX ,...,, 21 , ðåøàåì (êàê ïðà-
âèëî, ÷èñëåííî) ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ îòíîñèòåëüíî îöåíîê êîýôôè-
öèåíòîâ. Ðåàëüíûå àëãîðèòìû ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ðåàëèçîâàí-
íûå â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ êîìïüþòåðíûõ ïàêåòàõ, îòëè÷àþòñÿ îò ýòîé ñõåìû, íî
ïðèíöèïèàëüíî îíà îñóùåñòâèìà è îòðàæàåò ëîãèêó ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìåòîäà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Íàïîìíèì ïðîöåäóðó, êîòîðóþ ïðåäëîæèëè Áîêñ è Äæåíêèíñ. Íà ïåðâîì
øàãå ìû îïðåäåëÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ðÿä ñòàöèîíàðíûì. Äëÿ ýòîãî ñìîòðèì íà ïîâå-
äåíèå âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è âûáîðî÷íîé ÷àñòíîé àâòîêîð-
ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Åñëè èõ ïîâåäåíèå íå ñâèäåòåëüñòâóåò î ñòàöèîíàðíîñòè
èññëåäóåìîãî ïðîöåññà, ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé ðÿä âçÿòèåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ðàçíîñòåé è ñìîòðèì íà ïîâåäåíèå òåõ æå ôóíêöèé äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà.
Äîáèâøèñü ñòàöèîíàðíîñòè, ìû òåì ñàìûì îïðåäåëèëè ïàðàìåòð èíòåãðàöèè d
âðåìåííîãî ðÿäà. Ïîñëå ýòîãî, àíàëèçèðóÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðÿäà ïîâåäåíèå âû-
áîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé, ïîäáèðà-
åì ïàðàìåòðû p è q. Âñå ýòî âìåñòå ïðèíÿòî íàçûâàòü èäåíòèôèêàöèåé ìîäåëè.
Ýòî íåêàÿ ñìåñü òî÷íûõ çíàíèé, èíòóèöèè è èñêóññòâà. Çàòåì, ïîñëå îïðåäåëåíèÿ
(p,d,q), ìû òåì èëè èíûì ñïîñîáîì îöåíèâàåì êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé
ARIMA ìîäåëè.

Ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà, îáñóäèì, êàê
îöåíèòü êà÷åñòâî ïîëó÷åííîé ìîäåëè. Êîíå÷íî, íàäî ïðîâåðèòü, õîðîøî ëè ëåãëà
ìîäåëü íà äàííûå, ò.å. õîðîøî ëè ìû ïîäîãíàëè ìîäåëü. À òàêæå – íå íàðóøåíû
ëè íàìè íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ î õàðàêòåðå ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ tε , ÷òî

çàñòàâèò íàñ ñìåíèòü, âîçìîæíî, ìåòîäû îöåíèâàíèÿ.

Äèàãíîñòèêà ìîäåëè ARMA

ßñíî, ÷òî èñõîäíîé èíôîðìàöèåé äëÿ äèàãíîñòèêè ñëóæàò îñòàòêè ìîäåëè.
Ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå ÿâëÿåòñÿ áåëûì øóìîì, ïîýòîìó,
ïðåæäå âñåãî, íàäî ïðîâåðÿòü íåêîððåëèðîâàííîñòü îñòàòêîâ. Èòàê, ïðîâåðêå
ïîäëåæàò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, 2 ìîìåíòà. Ïåðâûé – ýòî êà÷åñòâî ìîäåëè. Íàì íó-
æåí èíäèêàòîð òèïà êðèòåðèÿ ìíîæåñòâåííîé äåòåðìèíàöèè R2. È âòîðîé – íàì
íàäî îáÿçàòåëüíî ïðîâåðèòü íåêîððåëèðîâàííîñòü îñòàòêîâ, èíà÷å îöåíèâàòü
AR(p)-÷àñòü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íåëüçÿ, òàê êàê ìû ïîëó÷àåì íåñî-
ñòîÿòåëüíûå îöåíêè.

Êàê ïðàâèëî, ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé âðåìåííûõ ðÿäîâ êðèòåðèè êà÷åñòâà
ïîäãîíêè ìîäåëåé ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé ìåæäó ñîáîé. Ïîñêîëüêó
îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ïðîâîäÿòñÿ ïóòåì îïòèìèçàöèè, ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î
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âûáîðå ïîðÿäêà ìîäåëè, ò.å. î ñðàâíåíèè ìîäåëåé ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ïàðàìåò-
ðîâ. Àáñîëþòíûå êðèòåðèè, òèïà ñòàíäàðòíîãî êîýôôèöèåíòà ìíîæåñòâåííîé äå-
òåðìèíàöèè R2, íå ïðèìåíÿþòñÿ. Èç çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà êðèòåðèåâ ïîçíàêîìèì-
ñÿ ñ äâóìÿ íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûìè. Áîëåå ïîäðîáíî î êðèòåðèÿõ ïîäãîíêè
ìîäåëåé ìîæíî ïðî÷èòàòü â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè [5].

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåííûé Àêàèêå
â 1974 ã. [1] êðèòåðèé AIC (Akaike information criterion) è ïðåäëîæåííûé Øâàð-
öåì â 1978 ã. [14] BIC (Bayesian information criterion). Îáà ýòè êðèòåðèÿ ïîñòðîåíû
ïðèìåðíî îäèíàêîâûì ñïîñîáîì. Èíôîðìàöèîííûé êðèòåðèé AIC äëÿ ìîäåëè
ARMA(p,q) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T
qpqpAIC +

+= 22σ̂ln),( ,

ãäå Ò – ÷èñëî íàáëþäåíèé. À êðèòåðèé Øâàðöà èìååò íåñêîëüêî äðóãîé âèä:

T
qpTqpBIC )(lnˆln),( +

+= 2σ . Ðàçóìååòñÿ, 
qpT

RSS
−−

=2σ̂ . Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê

ïîñòðîåíû ýòè êðèòåðèè: ëîãàðèôìû îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ ïëþñ øòðàô çà
óìåíüøåíèå ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íàì íóæíî òàê ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ p è q, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êàæäîãî èç êðèòåðèåâ, â òî
âðåìÿ êàê ïî êðèòåðèþ R2 ìû îòäàâàëè ïðåäïî÷òåíèå ìîäåëè ñ áîëüøèì åãî çíà-
÷åíèåì. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â îòëè÷èå îò êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè íè-
÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü íè î äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ, íè î çíàêå êðèòåðèåâ Àêàèêå è
Øâàðöà, ïîñêîëüêó ÷èñëåííàÿ âåëè÷èíà îöåíêè σ 2 çàâèñèò îò åäèíèö èçìåðåíèÿ.

Êðèòåðèé Àêàèêå áàçèðóåòñÿ íà îáîáùåíèè ïðèíöèïà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ. Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå
ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì. Øèáàòà [13] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîöåññîâ AR êðèòåðèé AIC
ïåðåîöåíèâàåò ïîðÿäîê ìîäåëè, ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà ïîðÿäêà ìîäåëè íà îñíîâà-
íèè ýòîãî êðèòåðèÿ íåñîñòîÿòåëüíà.

Êðèòåðèé Øâàðöà BIC îñíîâàí íà áàéåñîâñêîì ïîäõîäå è èìååò áîëåå ôóí-
äàìåíòàëüíîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà ïîðÿäêà ìîäåëè
ïî ýòîìó êðèòåðèþ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé. Òåì íå ìåíåå, íà ïðàêòèêå ÷àùå èñ-
ïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèîííûé êðèòåðèé AIC. Ñóùåñòâóåò ìàññà ðàáîò, â êîòîðûõ
ñðàâíèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ýòèõ êðèòåðèåâ ïî îòíîøåíèþ ê ðàçíûì ìîäåëÿì, íî
îêîí÷àòåëüíîãî âûâîäà ïîêà íå ñäåëàíî. Íà ïðàêòèêå ðàçíûå êðèòåðèè ìîãóò
ïðèâåñòè ê âûáîðó ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Åñòü íåêîòîðûé íàêîïëåííûé îïûò ïî
ïîâîäó òîãî, ê êàêèì òèïàì ìîäåëåé ïðèâîäèò îäèí êðèòåðèé è ê êàêèì ïðèâîäèò
äðóãîé. Åñëè âû ïóáëèêóåòå êàêèå-òî èññëåäîâàíèÿ, ñ÷èòàåòñÿ âïîëíå íîðìàëü-
íûì ïðîñòî óêàçàòü, êàêîé êðèòåðèé âû ïðèìåíÿåòå áåç ñïåöèàëüíîãî îáîñíîâà-
íèÿ âàøåãî âûáîðà. Ïîïóëÿðíûé ïàêåò äëÿ àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ Econometric
views ðàññ÷èòûâàåò îáà ýòè êðèòåðèÿ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ. Â ýòîì âîïðîñå ñóùå-
ñòâóåò ðàñõîæäåíèå ìåæäó òåì, êàê ñëåäîâàëî áû ïîñòóïàòü ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ è òåì, ÷òî äåëàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè. Åùå â 1970 ã. Áîêñ è Ïèðñ ïðåäëîæèëè
ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè àâòîêîððåëÿöèè âðåìåííîãî ðÿäà, êîòî-
ðûé ñåãîäíÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü Q*-ñòàòèñòèêîé. Òåñò Áîêñà–Ïèðñà ïðîâåðÿåò ãè-
ïîòåçó î ñîâìåñòíîì ðàâåíñòâå íóëþ âñåõ àâòîêîððåëÿöèé âðåìåííîãî ðÿäà äî ïî-
ðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî, ò.å. ãèïîòåçó Í0: mρρρ === ...21 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé
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ãèïîòåçû Í1: 0
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2*  èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå 2
mχ . Ýòîò òåñò

áûëî ïðåäëîæåíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ ìîäå-
ëè òèïà ARMA(p,q), ïðè ýòîì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû óìåíüøàåòñÿ íà (p+q).

Ðàáîòà Áîêñà è Ïèðñà áûëà îïóáëèêîâàíà â 1970 ã. Â òîì æå ãîäó Äàðáèí
îïóáëèêîâàë â äðóãîì æóðíàëå ñâîþ ðàáîòó, â êîòîðîé ïîêàçàë, ÷òî ñòàòèñòèêà
Äàðáèíà–Óîòñîíà íå ïðèìåíèìà äëÿ ïðîâåðêè àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ ïðè íà-
ëè÷èè â êà÷åñòâå ðåãðåññîðà îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåííîé ñ ëàãîì. Îäíîâðåìåííî Äàð-
áèí ïðåäëîæèë òàê íàçûâàåìóþ h-ñòàòèñòèêó è àëüòåðíàòèâíóþ ïðîöåäóðó Äàðáè-
íà äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ àâòîêîððåëÿöèè â òàêèõ ìîäåëÿõ. Ýòè ðàáîòû ïîÿâèëèñü
â ðàçíûõ æóðíàëàõ ïðèìåðíî â îäíî è òî æå âðåìÿ, è êàæäàÿ ïîðîäèëà ïîñëåäî-
âàòåëåé. Íå ñðàçó áûëî çàìå÷åíî, ÷òî â ìîäåëÿõ ñ ëàãîâîé îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåí-
íîé â êà÷åñòâå ðåãðåññîðà ñòàòèñòèêà Áîêñà–Ïèðñà íå ïðèìåíèìà ïî òåì æå ïðè-
÷èíàì, ÷òî è ñòàòèñòèêà Äàðáèíà–Óîòñîíà. Ïîñêîëüêó â ìîäåëÿõ âðåìåííûõ ðÿäîâ
ïðîâåðêà íàëè÷èÿ àâòîêîððåëÿöèè êðèòè÷åñêè âàæíà, ñòàòèñòèêà Áîêñà–Ïèðñà
íàøëà øèðîêîå ïðèìåíåíèå è äî ñèõ ïîð âõîäèò â ñîñòàâ áîëüøèíñòâà ñïåöèàëè-
çèðîâàííûõ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ïàêåòîâ.

Ïîñêîëüêó îáíàðóæèëîñü, ÷òî ñòàòèñòèêà Áîêñà–Ïèðñà èìååò ìàëóþ ìîù-
íîñòü, Áîêñ è Ëüþíã [6] â 1978 ã. ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü äëÿ òåõ æå öåëåé

óëó÷øåííóþ Q-ñòàòèñòèêó ∑
=

−−+=
m

i
iriTTTQ

1

212 )()( , êîòîðóþ, êàê è ñòàòèñòèêó

Áîêñà–Ïèðñà, ÷àñòî íàçûâàþò ïîðòìàíòî-ñòàòèñòèêîé (portmanteau-statistics). Ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñòàòèñòèêîé Áîêñà–Ïèðñà ðàçëè÷íûì ñëàãàåìûì ïðèäàíû ðàçíûå
âåñà. Àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî ýòà ñòàòèñòèêà èìååò òî æå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå 2
mχ , íî ëó÷øå èì àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå íàáëþäåíèé. Ê

ñîæàëåíèþ, è ñòàòèñòèêà Áîêñà–Ëüþíãà òåîðåòè÷åñêè íå ïðèìåíèìà äëÿ òåñòè-
ðîâàíèÿ àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ â ìîäåëÿõ ARMA ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è
ñòàòèñòèêè Äàðáèíà–Óîòñîíà è Áîêñà–Ïèðñà. Òåì íå ìåíåå, ñòàòèñòèêà Áîêñà–
Ëüþíãà âõîäèò âî âñå ñïåöèàëèçèðîâàííûå ïàêåòû, ìíîæåñòâî èññëåäîâàòåëåé åþ
ïîëüçóþòñÿ, õîòÿ îíà òåîðåòè÷åñêè íå ñîñòîÿòåëüíà.

Äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ àâòîêîððåëÿöèè â ìîäåëÿõ ARMA ëó÷øå âîñïîëüçî-
âàòüñÿ áîëåå ìîùíûì è óíèâåðñàëüíûì ñïîñîáîì, à èìåííî ìåòîäîì ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà (Lagrange multiplier – LM), ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîâåðêå àâòîêîððåëÿöèè
îñòàòêîâ åãî åùå íàçûâàþò òåñòîì Áðîéøà–Ãîäôðè (Breusch–Godfrey). Îí âõîäèò â
«òðèàäó» êëàññè÷åñêèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òåñòîâ: îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèé, Âàëüäà,
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è ïðèìåíèì äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ïðîâåðêè îãðàíè÷å-
íèé íà êîýôôèöèåíòû ìîäåëè. Ìû çíàêîìèëèñü ñ ýòèì òåñòîì åùå â êóðñå ýêîíî-
ìåòðèêè, ñôîðìóëèðóåì åãî ïðèìåíèòåëüíî ê àíàëèçó àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ.

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè

tkkt XXY εβββ ++++= ...110 ,

ãäå kXX ,...1  
– ðàçíûå ðåãðåññîðû, â òîì ÷èñëå, âîçìîæíî, è ëàãîâûå çíà÷åíèÿ êàê

îáúÿñíÿþùèõ, òàê è îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðèì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî εt
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ïîä÷èíÿåòñÿ àâòîðåãðåññèîíîé ñõåìå ïîðÿäêà p, ò.å. çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

tptptt u+++= −− εγεγε ...11 , ãäå ut – áåëûé øóì. Â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè

îñíîâíàÿ è àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçû ïðèíèìàþò âèä:
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Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Ìåòîäîì ÌÍÊ ñòðîèòñÿ îáû÷íàÿ ðåãðåññèÿ âèäà

tkkt XXY εβββ ++++= ...110 .

Îáîçíà÷èì åå îñòàòêè ÷åðåç et.
1. Ñòðîèòñÿ ðåãðåññèÿ ëèáî òîé æå îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåííîé Yt, ëèáî îñòàò-

êîâ et íà ñòàðûå ðåãðåññîðû è îñòàòêè ñ ëàãîì äî p âêëþ÷èòåëüíî (òî åñòü â êà÷å-
ñòâå äîïîëíèòåëüíûõ îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåì pttt eee −−− ,...,, 21 ).

2. Ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ãðóïïà äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ èçëèøíåé. Åñëè â êà÷åñòâå îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåííîé èñïîëüçóþòñÿ îñòàò-

êè, òî ñòàòèñòèêà 2TR , ãäå T – ÷èñëî íàáëþäåíèé, à 2R – êîýôôèöèåíò ìíîæåñò-
âåííîé äåòåðìèíàöèè ðåãðåññèè èç ïóíêòà 1, èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå (ïðè óâåëè-

÷åíèè ÷èñëà íàáëþäåíèé) ðàñïðåäåëåíèå 2χ  ñ p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå íóëþ ãðóïïû ïåðåìåííûõ ìû ïðèâûêëè

èñïîëüçîâàòü F-ñòàòèñòèêó, ïðîâåðÿþùóþ, ôàêòè÷åñêè, ñòàòèñòè÷åñêóþ çíà÷è-
ìîñòü óìåíüøåíèÿ îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ îò âêëþ÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ. Ðàçóìååòñÿ, F-ñòàòèñòèêà ïðèìåíèìà è â ýòîì ñëó÷àå. Íî, íàïîìíèì,
îíà ïðèìåíèìà òîëüêî ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî ÷ëåíà. Ïðèìå-
íåíèå æå òåñòà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íå òðåáóåò íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ,
íî «ðàáîòàåò» òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè. Ñîâðåìåííûå ýêîíîìåòðè÷åñêèå ïàêåòû, â
÷àñòíîñòè Eviews, ñîîáùàþò ïîëüçîâàòåëþ ïðè ïðèìåíåíèè LM-òåñòà çíà÷åíèÿ è
êðèòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè (p-values) äëÿ îáåèõ ñòàòèñòèê, òàê ÷òî âû ìîæåòå âû-
áèðàòü: èñïîëüçîâàòü ëè F-îòíîøåíèå, âåðíîå äëÿ êîíå÷íûõ âûáîðîê, íî â ïðåä-
ïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè, ëèáî íå òðåáîâàòü íîðìàëüíîñòè è èñïîëüçîâàòü ñòàòè-

ñòèêó 2TR , âåðíóþ ëèøü àñèìïòîòè÷åñêè.
Äëÿ ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òåñòîâ. Ìû ðàññìîòðèì

òåñò Õàðêå–Áåðà (Jarque–Bera). Ýòîò òåñò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îí âû-

÷èñëÿåò âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèììåòðèè ∑ −= 3
3

1 )( Xe
T

S tσ

è ýêñöåññà ∑ −= 4
4

1 )( µ
σ te

T
K , ãäå X  – âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, à σ  – âûáîðî÷íîå

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îñòàòêîâ ìîäåëè. Ïðè óñëîâèè íîðìàëüíîñòè îñòàòêîâ, ñòàòè-

ñòèêà Õàðêå–Áåðà ][ 22 3
4
1

6
1 )()(

−+
−−− KSqpT

 èìååò 2χ
 
ðàñïðåäåëåíèå ñ äâóìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Ëåêöèÿ 6

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà ê
âðåìåííûì ðÿäàì, ïðåäñòàâëÿþùèì ýêîíîìè÷åñêèå ïåðåìåííûå.

Îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî àíàëèçèðóåìûõ ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ èíäåêñ ðåàëüíîé ãîäîâîé äîõîäíîñòè, ðàññ÷èòûâàåìûé êîìïàíèåé Stan-
dard & Poors ïî 500 àêöèÿì äëÿ ÑØÀ (S&P-500). Ðàññìîòðèì ðÿä äëÿ ïåðèîäà
1872–1995 ãã. [9]. Ñðåäíåå çíà÷åíèå âðåìåííîãî ðÿäà ñîñòàâëÿåò 3,08 àìåðèêàí-
ñêèõ öåíòà çà ãîä.

Âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè rk è ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îøèáîê ýòèõ îöåíîê ïðèâåäåíû â òàáë. 6.1. Â òðåòü-
åì ñòîëáöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè Áîêñà–Ëüþíãà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Òàáëèöà 6.1.

Íîìåð ëàãà rk s.e.(rk) Q(k)

1 0,043 0,093 0,24 (0,62)

2 -0,169 0,093 3,89 (0,14)

3 0,108 0,093 5,40 (0,14)

4 -0,057 0,094 5,83 (0,21)

5 -0,117 0,094 7,61 (0,18)

6 0,030 0,094 7,73 (0,26)

7 0,096 0,094 8,96 (0,25)

8 -0,076 0,096 9,74 (0,28)

9 -0,000 0,097 9,74 (0,37)

10 0,086 0,097 10,76 (0,38)

11 -0,038 0,099 10,96 (0,45)

12 -0,148 0,099 14,00 (0,30)

Ðÿä ñîäåðæèò 123 òî÷êè. Ýòî äîâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî, ïîýòîìó äëÿ ïðîâåð-
êè çíà÷èìîñòè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ñîâåðøåííî
î÷åâèäíî, ÷òî íè îäíî èç çíà÷åíèé rk íå çíà÷èìî íà òðàäèöèîííûõ óðîâíÿõ çíà-
÷èìîñòè. Ýòî âèäíî ïðîñòî ïî îáû÷íîé t-ñòàòèñòèêå. Îòíîøåíèå îöåíêè ê åå ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîìó îòêëîíåíèþ, êàê ïðàâèëî, äàæå ìåíüøå åäèíèöû.

Òîò æå âûâîä ìîæíî ñäåëàòü ïî ñòàòèñòèêàì Q, âñå èõ çíà÷åíèÿ íå ïîçâî-
ëÿþò îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î íóëåâûõ àâòîêîððåëÿöèÿõ. Íàèìåíüøåå èç çíà÷åíèé
êðèòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè p-value ñîñòàâèëî 0,14. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ëþáîì
óðîâíå çíà÷èìîñòè ìåíüøå ÷åì 0,14 ìû íå ìîæåì îòâåðãíóòü ãèïîòåçó îá îòñóò-
ñòâèè àâòîêîððåëÿöèè, ò.å. î ñîâìåñòíîì ðàâåíñòâå íóëþ âñåõ kρ . Îòñþäà ìû äå-

ëàåì ïåðâûé âûâîä, ÷òî âðåìåííîé ðÿä ãîäîâûõ çíà÷åíèé èíäåêñà S&P-500 ÿâëÿ-
åòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Âî-âòîðûõ, ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ìîäåëü ARMA. Åñëè áû
ó ðÿäà áûëà ÌÀ-÷àñòü, òî ìû çíàåì, ÷òî 0=kρ , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Ó

íàñ óæå 01 =ρ , ò.å. ÌÀ-÷àñòè íåò. Åñëè áû áûëà AR-÷àñòü, òî çíà÷åíèÿ kρ
 
äîëæ-

íû áûëè áû ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàòü, ÷òî íå íàáëþäàåòñÿ. Èòàê, ìû óñòàíîâèëè,
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÷òî íàø ïðîöåññ èìååò âèä tt eX += µ , äðóãèìè ñëîâàìè – ýòî ïðîñòî áåëûé øóì,

èëè ARMA(0,0). Ýòî äàâíî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò. Îáû÷íî åãî òðàêòóþò êàê ñïðà-
âåäëèâîñòü èãðû íà áèðæå, ò.å. ïîëíóþ íåïðåäñêàçóåìîñòü èçìåíåíèÿ äîõîäíîñòè
àêöèé.

Ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ Ò. Ìèëëñó [8], ïðèìåð äðóãîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Îáúåê-
òîì ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé interest rate spread, ò.å. ðàçíèöà ìå-
æäó ñòàâêàìè ïî êîðîòêèì è äëèííûì áóìàãàì. Â êà÷åñòâå äëèííûõ áóìàã äëÿ
Âåëèêîáðèòàíèè âûáðàíû 20-ëåòíèå áóìàãè (UK gilts), à â êà÷åñòâå êîðîòêèõ –
áóìàãè íà 91 äåíü (91 day Treasury Bills). Äàííûå ÿâëÿþòñÿ êâàðòàëüíûìè, ïåðè-
îä íàáëþäåíèÿ ñ I êâàðòàëà 1952 ã. ïî IV êâàðòàë 1988 ã.

Äëÿ ýòîãî ðÿäà áûëè ðàññ÷èòàíû 12 çíà÷åíèé âûáîðî÷íûõ àâòîêîððåëÿöè-
îííîé è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé (ñì. òàáë. 6.2).

Òàáëèöà 6.2.

Íîìåð ëàãà rk s.e. (rk) kkΦ̂ s.e. ( kkΦ̂ )

1 0,829 0,082 0,829 0,082

2 0,672 0,126 -0,048 0,082

3 0,547 0,148 0,009 0,082

4 0,435 0,161 -0,034 0,082

5 0,346 0,169 0,005 0,082

6 0,279 0,174 0,012 0,082

7 0,189 0,176 -0,116 0,082

8 0,154 0,178 0,114 0,082

9 0,145 0,179 0,047 0,082

10 0,164 0,180 0,100 0,082

11 0,185 0,181 0,028 0,082

12 0,207 0,182 0,038 0,082

Âïëîòü äî 9-îãî ëàãà çíà÷åíèÿ âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè rk
óáûâàþò ïî âåëè÷èíå, à ïîòîì îíè íà÷èíàþò íåìíîãî ðàñòè. Ìîæíî ñäåëàòü çàê-
ëþ÷åíèå, ÷òî ýòîò ïðîöåññ àáñîëþòíî òî÷íî íå ÿâëÿåòñÿ áåëûì øóìîì. Â òî æå
âðåìÿ ñîìíåíèé â åãî ñòàöèîíàðíîñòè íåò. Ïÿòü ïåðâûõ àâòîêîððåëÿöèé ñòàòèñòè-
÷åñêè çíà÷èìû, îñòàëüíûå íåò. Ïîõîæå, ÷òî ðÿä ìîæåò èìåòü ïîðÿäîê àâòîðåãðåñ-
ñèè 1 èëè áîëüøå, âîçìîæíî, óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè ïîñëå 9-îãî ëàãà âû-
çâàíî ïðèñóòñòâèåì ïàðû êîìïëåêñíûõ êîðíåé â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè.

Äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ àâòîêîððåëÿöèé ó èñõîäíîãî ðÿäà ïîñìîòðèì çíà÷åíèÿ
ïîðòìàíòî-ñòàòèñòèê: Q(12)=305,0, à Q*(12)=295,2. Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî 2
kχ , ðàâíî k, òî

äàæå áåç òàáëèö ïîíÿòíî, ÷òî, èñïîëüçóÿ Q ñòàòèñòèêó, ìû äîëæíû îòêëîíèòü ãè-
ïîòåçó î òîì, ÷òî ïåðâûå 12 òåîðåòè÷åñêèõ àâòîêîððåëÿöèé ñîâìåñòíî ðàâíû íóëþ.

Ñòîèò ïîñìîòðåòü íà ïîâåäåíèå âûáîðî÷íîé ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè. Åäèíñòâåííîå ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîå çíà÷åíèå âûáîðî÷íîé ÷àñòíîé
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè – ïåðâîå. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ýòî äîñòàòî÷íî
âåñêîå ñâèäåòåëüñòâî â ïîëüçó ìîäåëè AR(1).
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Ðàç ðÿä ñòàöèîíàðåí, òî d=0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëü, ñêîðåå âñåãî, èìååò
âèä ARIMA(1,0,0). Êîíå÷íî, ýòî íå åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü. Äàâàéòå îöåíèì
ýòó ìîäåëü. Ìîäåëü AR(1) îöåíèâàåòñÿ ïðîñòî ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
÷òî äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (â ñêîáêàõ ïîä îöåíêàìè êîýôôèöèåíòîâ – èõ
ñòàíäàðòíûå îøèáêè): ttt eXX ++= −1

04500980
85601760

),(),(
,, ; 8700,ˆ =σ . Ìû âèäèì, ÷òî interest

rate spread óæå èìååò ñìûñë ïðîãíîçèðîâàòü, òàê êàê íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ î
åãî áóäóùåì ñîäåðæèòñÿ â åãî òåêóùåì çíà÷åíèè. Ìîäåëü ñîäåðæèò çíà÷èìûé
ñâîáîäíûé ÷ëåí, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó ðÿäà åñòü íåíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå. Åãî îöåíêà ðàâíà 2271
85601

1760 ,,
,ˆ =

−
=µ , ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ýòîé îöåíêè ñî-

ñòàâëÿåò 0,506. Q-ñòàòèñòèêà äëÿ ðÿäà îñòàòêîâ ýòîé ìîäåëè ñîñòàâèëà 13,21, ÷òî
î÷åâèäíî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè àâòîêîððåëÿöèé, õîòÿ ìû ïîìíèì, ÷òî
òåîðåòè÷åñêè ýòîò òåñò çäåñü íåïðèìåíèì. Âïðî÷åì, òåñò ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
ïðèâîäèò ê òîìó æå âûâîäó.

Íàø ïîäõîä âñå âðåìÿ ñòðîèëñÿ íà òîì, ÷òî ìû ïîäáèðàëè íàèëó÷øóþ ìî-
äåëü. Åñòü àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä. Åñëè ìû ìîæåì îäèí è òîò æå ïðîöåññ çàïè-
ñàòü ìîäåëÿìè äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ïî õàðàêòåðèñòèêàì, òî áóäåì ôîðìèðîâàòü
òàê íàçûâàåìûé ïîðòôåëü ìîäåëåé (íàáèðàòü ãðóïïó ìîäåëåé). Â íàøåì ñëó÷àå â
ïåðâóþ î÷åðåäü èìåëî áû ñìûñë ðàññìîòðåòü ìîäåëè ARMA(1,1) è AR(2). Ïîñëå
îöåíèâàíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ìîäåëè:

tttt eXXXAR +−+= −− 2
0840

1
05401010

0790927019702
),(),(),(

,,,:)( ; 8690,ˆ =σ .

Îáðàòèòå âíèìàíèå, îöåíêà îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ ñòàëà ÷óòü ìåíü-
øå, íî íå î÷åíü ñóùåñòâåííî. Êîýôôèöèåíò ïðè âòîðîì ðåãðåññîðå íåçíà÷èìûé.

1
0950

1
05101040

09208310213011 −− +++= tttt eeXXARMA
,),(),(
,,,:),( ; 8700,ˆ =σ .

È â ýòîé ìîäåëè óìåíüøåíèÿ îöåíêè äèñïåðñèè îøèáêè íå ïðîèçîøëî, õîòÿ
ìû äîáàâèëè ïàðàìåòð. Åñòåñòâåííî, ÷òî ìû îòäàåì ïðåäïî÷òåíèå AR(1). Ìåòîä
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïðèìåíåííûé ê êàæäîé èç äâóõ ìîäåëåé, ïîêàçàë îòñóò-
ñòâèå àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî îòáîð ëó÷øåé ìîäåëè
ïî êðèòåðèÿì AIC è BIC ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçëè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Ðàññìîòðèì
ðÿä ìåñÿ÷íûõ çíà÷åíèé èíäåêñà äåëîâîé àêòèâíîñòè äëÿ Âåëèêîáðèòàíèè FTA All
Share (Financial Times-Actuaries) çà ïåðèîä c 1965 ïî 1990 ãã. [8]. Ðÿä íàñ÷èòûâàåò
îêîëî 300 òî÷åê, ò.å. äîñòàòî÷íî äëèííûé. Âíà÷àëå ðàññ÷èòàåì çíà÷åíèÿ âûáîðî÷-
íûõ àâòîêîððåëÿöèîííîé è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé (ñì. òàáë. 6.3).

Êðîìå òîãî, áûëà ïîñ÷èòàíà Q-ñòàòèñòèêà, Q(12)=19,3. Àðãóìåíò 12 óêàçû-
âàåò êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, âêëþ÷àåìûõ â ñóììó, ò.å. êîëè÷åñòâî àâòîêîððåëÿ-
öèé, ñîâìåñòíîå ðàâåíñòâî êîòîðûõ íóëþ ïðîâåðÿåòñÿ. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà äëÿ ýòîé
ñòàòèñòèêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âïëîòü äî ëàãà ñ íîìåðîì 12 èñòèííûå çíà÷å-
íèÿ kρ  ðàâíû íóëþ. Ýêâèâàëåíò ð-value äëÿ Q(12) ñîñòàâèë 0,08. Ñëåäîâàòåëüíî, íà

óðîâíå çíà÷èìîñòè 5% ìû íå ìîæåì îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè
íåíóëåâûõ çíà÷åíèé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî ÷ëåíà âïëîòü äî
ïîðÿäêà, ðàâíîãî 12.
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Òàáëèöà 6.3.

Êîëè÷åñòâî ëàãîâ rk s.e. (rk) kkΦ̂ s.e. ( kkΦ̂ )

1 0,148 0,057 0,148 0,057

2 -0,061 0,059 0,085 0,057

3 0,117 0,060 0,143 0,057

4 0,067 0,061 0,020 0,057

5 -0,082 0,062 -0,079 0,057

6 0,013 0,062 0,034 0,057

7 0,041 0,063 0,008 0,057

8 -0,011 0,064 0,002 0,057

9 0,087 0,064 0,102 0,057

10 0,021 0,064 -0,030 0,057

11 -0,008 0,064 0,012 0,057

12 0,026 0,064 0,064 0,057

Èç òàáë. 6.3 òðóäíî ñðàçó âûÿâèòü êàêîå-òî îïðåäåëåííîå ïîâåäåíèå rk

èëè kkΦ̂ , íåò óáûâàíèÿ çíà÷åíèé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

íîìåðà. Çíà÷åíèÿ rk äëÿ ëàãîâ 1 è 3 çíà÷èìû íà 5-ïðîöåíòíîì óðîâíå çíà÷èìî-
ñòè, åñëè ìû ïðèìåíèì êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ t=1,96.
Âî âñÿêîì ñëó÷àå, òðóäíî óâèäåòü â ýòèõ äàííûõ ñâèäåòåëüñòâà â ïîëüçó òî÷íûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p è q. Ïîæàëóé, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü p è q íå áîëü-
øå 3, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ñ áîëüøèì ëàãîì íåçíà÷èìû. Èòàê, 33 ≤≤ qp , . Ìû íå
ïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü òî÷íî p è q, à âûáèðàåì íåêèå èõ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ àâòîêîððåëÿöèîííîé è ÷àñòíîé àâòîêîððå-
ëÿöèîííîé ôóíêöèé áûñòðî ñòàíîâÿòñÿ íåçíà÷èìûìè, åñòü îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü ðÿä

ñòàöèîíàðíûì. Â ïðèíöèïå ïîâåäåíèå rk è kkΦ̂  ñîîòâåòñòâóåò ñõåìå ïîâåäåíèÿ

ñòàöèîíàðíîãî ðÿäà. Ó íàñ åñòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî çíà÷èìûõ âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé, ïðàâäà, íå âèäíî, ÷òîáû îíè ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàëè, íî, ïî êðàéíåé ìå-
ðå, ñòàöèîíàðíûå ìîäåëè ñ p è q ìåíüøå èëè ðàâíûì 3 âïîëíå ðàçóìíûå «êàí-
äèäàòû» íà áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå.

Îäèí èç ïîïóëÿðíûõ ïîäõîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòðîÿòñÿ âñå ìîäåëè

äëÿ p≤3 è q≤3. Çäåñü èõ ñîâñåì íåìíîãî. Ïîýòîìó ñîñòàâèì ñâîäíóþ òàáëèöó äëÿ
çíà÷åíèé êðèòåðèåâ AIC è BIC â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Òàáëèöà 6.4.

Êðèòåðèé AIC
q

0 1 2 3

   0 3,701 3,684 3,685 3,688
   1 3,689 3,685 3,694 3,696
   2 3,691 3,695 3,704 3,699
   3 3,683 3,693 3,698 3,707

p
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû

Êðèòåðèé BIC
q

0 1 2 3

   0 3,701 3,696 3,709 3,724

   1 3,701 3,709 3,730 3,744

   2 3,715 3,731 3,752 3,759

   3 3,719 3,741 3,758 3,779

Êàê âèäíî, ïî êðèòåðèþ AIC, ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü ó ìîäåëè ARMA(3,0).
Ïî êðèòåðèþ Øâàðöà íàèëó÷øåé îêàçàëàñü äðóãàÿ ìîäåëü ÀRMA(0,1), ò.å. ñêîëüçÿ-
ùåå ñðåäíåå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì îöåíåííûå ìîäåëè, îòîáðàííûå ïî îáîèì êðèòåðèÿì.
Äëÿ ìîäåëè ARMA(3,0) áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå ðåãðåññèîííîå óðàâíåíèå

(â ñêîáêàõ – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè îöåíîê ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöè-
åíòîâ):

.ˆ
)()()()(.

256144010801730414 3
0570

2
0570

1
0570620

,;,,,,
,,,,

=++−+= −−− σtttt
es
t eXXXX

Äëÿ ìîäåëè ARMA(0,1) áûëî ïîëó÷åíî:

2961860585 1
0560350

,;,,
,,

=++= − σ̂
)()(

ttt eeX .

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû â îáåèõ ìîäåëÿõ çíà÷èìû.
Âî-âòîðûõ, ïîëó÷åííûå ìîäåëè âûãëÿäÿò âåñüìà ðàçíûìè. Äàâàéòå ïîñìîòðèì,
òàê ëè ýòî. Íà÷íåì ñ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Äëÿ ìîäåëè ARMA(0,1)
îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, î÷åâèäíî, ðàâíà 585,=µ̂ , à äëÿ ìîäåëè
ARMA(3,0) îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ áóäåò ðàâíà

585
1440108017301

414 ,
,,,

,
=

−+−
=µ̂ .

Âèäíî, ÷òî ïî îöåíêå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ýòè ìîäåëè ýêâèâàëåíòíû.
Òàê êàê ARMA(0,1) – ýòî, ïî ñóòè, åñòü ìîäåëü ÌÀ(1), è êîýôôèöèåíò 0,186

ìåíüøå 1, ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé. Ïîýòîìó îíà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùå-
ìó âûðàæåíèþ:

...,...)()( +−+−=+−+−= −−−−−− 32103
3

2
2

10 006003501860186018601860 ttttttt XXXXXX ,,,,, θθε
Òåïåðü ìîæíî ñðàâíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû: 0,173 è 0,186 (ýòî ïåð-
âûå êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé); 0,035 è 0,108 è, íàêîíåö, ïîñëåä-
íèå – 0,006 è 0,144. Åñëè ïåðâûå êîýôôèöèåíòû áîëåå èëè ìåíåå ñîîòâåòñòâóþò
äðóã äðóãó, òî ïîñëåäóþùèå óæå íå î÷åíü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðàòêîñðî÷íàÿ äè-
íàìèêà ìîäåëåé ðàçëè÷íà. Íî åñëè ñëîæèòü âñå êîýôôèöèåíòû, òî ýòè ñóììû
îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèìè. Îäíà ðàâíà 0,843, à âòîðàÿ – 0,791. Ñóììà êî-
ýôôèöèåíòîâ ìîäåëè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ëàãàìè õàðàêòåðèçóåò ïîëíîå èëè äîë-
ãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå. Ïîýòîìó äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå ýòèõ äâóõ ìîäåëåé íå
î÷åíü îòëè÷àåòñÿ äðóã îò äðóãà.

p
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Êàê óæå óïîìèíàëîñü, áûëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ èäåÿ, èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ
ïîðòôåëÿ ìîäåëåé. Ò.å. âìåñòî òðåáîâàíèÿ âûáîðà îäíîé åäèíñòâåííîé ìîäåëè ìû
âûáèðàåì íàáîð, ïîðòôåëü ìîäåëåé, êîòîðûìè ìîæíî îïèñûâàòü èññëåäóåìûé
âðåìåííîé ðÿä.

×òîáû ñôîðìèðîâàòü ýòîò ïîðòôåëü, áûë ïðåäëîæåí ýâðèñòè÷åñêèé ïîäõîä,
ò.å. áåç ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ, ïðîñòî èç ðàçóìíûõ ñîîáðàæåíèé. Poskitt è Tre-
mayne â 1987 ã. [12] ïðåäëîæèëè ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìåðû áëèçîñòè ìîäå-

ëåé ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó: 
]}),(),([{

exp
qpAICqpAICT

R
−−

= 112
1

. Çäåñü ïàðàìåòðû (p1, q1)
õàðàêòåðèçóþò íàèëó÷øóþ ïî ðàññìàòðèâàåìîìó êðèòåðèþ ìîäåëü. À äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ ìîäåëåé ñ ïàðàìåòðàìè (p, q) ìû ðàññ÷èòûâàåì âåëè÷èíó R. Íèêàêîãî
ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà â íåé íåò, ýòî ïðîñòî ìåðà «ðàññòîÿíèÿ» ìåæäó ìîäåëÿ-

ìè. Poskitt è Tremayne ïðåäëîæèëè âêëþ÷àòü ìîäåëü â ïîðòôåëü, åñëè 10<R .
Ïðèìåíèì ýòîò ïîäõîä ê íàøåìó ïðèìåðó, ïîñìîòðèì ê êàêèì ìîäåëÿì ìû

ïðèõîäèì. Êðèòåðèé AIC îòáèðàåò â íàøåì ñëó÷àå 6 ìîäåëåé:

}),(;),(;),(;),(;),(;),({ 013011201003 ,

êîòîðûå ðàçóìíî ðàññìàòðèâàòü.
À âîò êðèòåðèé BIC âûáðàë âñåãî 3 ìîäåëè: }),(;),(;),({ 000110 . Ëþáîïûòíî, ÷òî

ïî êðèòåðèþ BIC äàæå ìîäåëü (0,0) âêëþ÷àåòñÿ â ïîðòôåëü, ò.å. äàæå ìîäåëü ÷èñ-
òîãî áåëîãî øóìà íå òàê óæ ïëîõà. Âñå ìîäåëè î÷åíü ïðîñòûå (ñ ìàëûì ÷èñëîì
êîýôôèöèåíòîâ), êàê ìû óæå îòìå÷àëè ó êðèòåðèÿ BIC áîëåå ñåðüåçíûå øòðàôû
çà ïîòåðþ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Îòîáðàííûå ìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ è äëÿ ïîèñêà
âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ïåðåìåííûìè. Ýòî áîëåå èëè ìåíåå æåñòêèé îòáîð «êàíäèäà-
òîâ».

Ëåêöèÿ 7

Ïðîãíîçèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ARMA ìîäåëåé

Ïðîãíîçèðîâàíèå áóäóùèõ çíà÷åíèé ýêîíîìè÷åñêîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ îä-
íèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé âðåìåííûõ ðÿäîâ. Èñïîëüçîâàíèå
ìîäåëåé òèïà ARMA îáëàäàåò íåêîòîðûìè îñîáåííîñòÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîãíî-
çèðîâàíèåì ïî ìîäåëè ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè. Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïî ïðà-
âèëüíî ñïåöèôèðîâàííîé ìîäåëè, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò 2 èñòî÷íèêà îøè-
áîê ïðîãíîçà:

− íåîïðåäåëåííîñòü áóäóùèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ε ;
− îòñóòñòâèå òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè (ó íàñ åñòü òîëüêî

èõ îöåíêè, îöåíåííûå ïî èìåþùåéñÿ âûáîðêå).
Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïî ìîäåëè ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè ìû îöåíèâàåì

çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ – ðåãðåññîðîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ïðîãíîçà, êàê ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû, ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè, óñëîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðè óñëîâèè
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èìåþùåéñÿ âûáîðêè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Èíàÿ ñèòóàöèÿ â ìîäåëÿõ òèïà
ARIMA. Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ïðîãíîçèðóåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî áóäóùåãî ìîìåíòà
âðåìåíè, ïðè ýòîì ëàãîâûå çíà÷åíèÿ ýòîé ïåðåìåííîé, ñëóæàùèå ðåãðåññîðàìè
ìîäåëè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôèêñèðîâàííûìè íà âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèÿõ, èëè
ñëó÷àéíûìè. Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü ïðèâîäèò ê óñëîâíîìó ïðîãíîçó, êàê è äëÿ ìî-
äåëè ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè, à âòîðàÿ – ê áåçóñëîâíîìó ïðîãíîçó. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïî ìîäåëè òèïà ARIMA ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñ-
ëîâíûé, òàê è áåçóñëîâíûé ïðîãíîçû. Èç êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èçâåñòíî, ÷òî
óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå ïðåâûøàåò åå áåçóñëîâíóþ äèñïåð-
ñèþ, ïîýòîìó òî÷íîñòü óñëîâíîãî ïðîãíîçà âñåãäà âûøå.

Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïî ìîäåëè ARIMA îò èìåþùåéñÿ âûáîðêè çàâèñÿò
êàê îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè, òàê è çíà÷åíèÿ ðåãðåññîðîâ, ïîýòîìó ñëîæíî
àíàëèòè÷åñêè âûðàçèòü óñëîâíóþ äèñïåðñèþ îøèáêè ïðîãíîçà ÷åðåç èìåþùèåñÿ
çíà÷åíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà. Îáùåïðèíÿòî îãðàíè÷èâàòüñÿ íå î÷åíü ðåàëèñòè÷íûì
ïðåäïîëîæåíèåì î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìîäåëè èçâåñòíû òî÷íî. Ðàçóìååòñÿ,
ýòî ïðåäïîëîæåíèå óìåíüøàåò äèñïåðñèþ îøèáêè ïðîãíîçà, ÷åì óâåëè÷èâàåò êà-
æóùóþñÿ òî÷íîñòü êàê óñëîâíîãî, òàê è áåçóñëîâíîãî ïðîãíîçîâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìû õîòèì äîñòè÷ü ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé
îøèáêè (MSE), ò.å. íå òðåáîâàòü íåñìåùåííîñòè, òî íàäî âçÿòü óñëîâíîå ìàòåìà-

òè÷åñêîé îæèäàíèå: },...{ ThT XXXE 1+ . Òàêîå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

áóäåò ãàðàíòèðîâàòü ïîëó÷åíèå MSE, èëè èíîãäà åå îáîçíà÷àþò MMSE, ò.å. Mini-
mum mean square error.

Íà÷íåì ñ ìîäåëè ÌÀ(q): qtqtttX −− ++++= εβεβεθ ...11 . Ìû ïîëàãàåì, ÷òî êî-

ýôôèöèåíòû ìîäåëè òî÷íî èçâåñòíû, è ÷òî èìåþòñÿ çíà÷åíèÿ Xt äëÿ ],[ Tt 1∈ .
Î÷åâèäíî, ÷òî áåçóñëîâíûì òî÷å÷íûì ïðîãíîçîì äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè áó-
äåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà, ò.å. θ . Óñëîâíûì ïðîãíîçîì äëÿ ìîìåíòà
âðåìåíè T+1 áóäåò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

},...,...{~
TqTqTTT XXEX 11111 +−++ ++++= εβεβεθ .

Ñðåäè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ε, êîòîðûå ñòîÿò â ëåâîé ÷àñòè, åñòü òàêèå, êîòîðûå
ñâÿçàíû ñ èìåþùèìèñÿ íàáëþäåíèÿìè. Âåäü íàáëþäåíèå ñêëàäûâàåòñÿ èç «ìî-
äåëüíîãî» çíà÷åíèÿ è îøèáêè, ïîýòîìó óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âñåõ

ñëàãàåìûõ, êðîìå 1+Tε , íå ðàâíû íóëþ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà },...{ TT XXE 1ε , ïîòîìó

÷òî ñõåìà îäíà è òà æå. Ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå – îñòàòîê ìåæäó íàáëþäå-

íèåì è ðàñ÷åòîì, ïðîãíîçîì ïî ìîäåëè, ò.å. TTT XXe ~
−= . Ïîýòîìó óñëîâíûå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò âñåõ ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé
íàäî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèìè îñòàòêàìè. Òî÷íî òàê æå êîíñòðóèðóåòñÿ ïðî-
ãíîç íå íà 1, à íà 2 è âîîáùå íà h øàãîâ âïåðåä. Âñå ïîñëåäóþùèå ε çàìåíÿþòñÿ
íóëÿìè, à ïðåäûäóùèå – çàìåíÿþòñÿ ðåàëüíî íàáëþäàåìûìè îñòàòêàìè. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ìîäåëè MA(q) ïðîãíîç çàâèñèò îò òîãî, êàêèå îøèáêè áûëè íà ïðå-
äûäóùèõ øàãàõ. Íà÷èíàÿ ñ øàãà (q+1) óñëîâíûé ïðîãíîç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
ñòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå θ , ò.å. óñëîâíûé ïðîãíîç ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíûì.

Ðàññìîòðèì óñëîâíóþ äèñïåðñèþ îøèáêè ïðîãíîçà íà 1 øàã:
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.}),...)......{((),...~var( 22
111111111 εσββθεβεβεθ =++−−++++=− +−+−+++ TqTqTqTqTTTTT XXeeEXXXX

Àíàëîãè÷íî äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà íà 2 øàãà ðàâíà 22
1122 1 εσβ )(),...~var( +=− ++ TTT XXXX ,

à äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà íà h øàãîâ ñîñòàâèò 222
11 εσββ )...( h+++  ïðè h<q. Ïðè qh ≥

äèñïåðñèÿ îøèáêè óñëîâíîãî ïðîãíîçà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé äèñïåðñèè îøèáêè áåç-
óñëîâíîãî ïðîãíîçà, ò. å. ïðîñòî äèñïåðñèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà tX .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìîäåëü ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà AR(p):

tptpttt XXXX εαααθ +++++= −−− ...2211 .

Äëÿ ïðîãíîçà íà 1 øàã âïåðåä ìîæíî çàïèñàòü:

....},......{},...{~
pTpTTTpTpTTTT XXXXXXEXXXEX −+−++ +++=++++== ααθεααθ 1111111

Ìû ïðîñòî ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå ìîäåëè p ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé ðåàëèçàöèè
âðåìåííîãî ðÿäà. Äëÿ ïðîãíîçà íà 2 øàãà âïåðåä ïîëó÷àåì:

},......{},...{ TTpTpTTT XXXXEXXXE 1221112 ++−++ ++++= εααθ .

Ðàçóìååòñÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ñëó÷àéíîé îøèáêè ε îïÿòü äàñò 0,
óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò 1X , 2X ,…, TX  ðàâíû ñàìèì ýòèì çíà÷åíè-

ÿì, íî â ýòî âûðàæåíèå âõîäèò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò 1+TX , ïî-
ëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå. Ìîæíî ïîäñòàâèòü åãî âûðàæåíèå è ïîëó÷èòü
ðàçâåðíóòóþ ôîðìóëó ÷åðåç çíà÷åíèÿ ðåàëèçàöèè, íî îáû÷íî ýòî íå íóæíî.
Óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïîñëåäîâàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ ïðîãíîçà. Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíå-
íèåì ïîðÿäêà p, è åãî ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè t ê âåëè÷èíå

pαα
θ

−−− ...11 , ò.å. îïÿòü ê áåçóñëîâíîìó ïðîãíîçó.

Óñëîâíóþ äèñïåðñèþ îøèáêè ïðîãíîçà ìîæíî ðàññ÷èòàòü àíàëîãè÷íî ñëó-
÷àþ ìîäåëè ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî, íî âûêëàäêè ñòàíîâÿòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèìè,
äàæå äëÿ ìîäåëåé ìàëîãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ìîäåëü AR(2) áåç ñâî-

áîäíîãî ÷ëåíà. Òîãäà 1211 −+ += TTT XXX αα~
, à 11211 +−+ ++= ТTTT XXХ εαα . Î÷åâèäíî,

÷òî äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà íà 1 øàã ðàâíà 2
εσ . Äëÿ ïðîãíîçà íà 2 øàãà ñîîò-

âåòñòâåííî ïîëó÷àåì:

TTTTTT XXXXXX 212112112 αααααα ++=+= −++ )(~~
,

221121122112 ++−+++ ++++=++= TTTTTTTTT XXXXXX εαεαααεαα )( .

Äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà íà 2 øàãà ðàâíà: 22
11 εσβ )( + . Äëÿ ïðîãíîçà íà 3 øàãà

ïîëó÷èì:

)())((~~~
1212212111122113 −−++ ++++=+= TTTTTTTT XXXXXXXX αααααααααα ,

.)())(( 31121222112111

312213

++−++−

++++
++++++++=

=++=
TTTTTTTTT

TTTT
XXXXX

XXX
εεαααεαεαααα

εαα
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Äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà íà 3 øàãà ðàâíà 24
12

2
1

2
2

2
1 21 εσβββββ )( ++++ .

Î÷åâèäíî, ÷òî äèñïåðñèÿ îøèáêè óâåëè÷èâàåòñÿ îò øàãà ê øàãó.
Çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè îøèáêè ïðîãíîçà ïî-

ëó÷àþòñÿ, åñëè ïåðåéòè îò AR(p) ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëè ê ýêâèâàëåíòíîìó MA
ïðåäñòàâëåíèþ ...... +++++= −− qtqtttX εψεψεθ 11 , õîòÿ è ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì

ñëàãàåìûõ. Òîãäà äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà íà h øàãîâ âûðàæàåòñÿ î÷åâèäíîé

ôîðìóëîé ∑
−

=

1

0

22
h

i
iψσ ε )( 10 =ψ .

Äëÿ îáùåé ìîäåëè ARMA(p,q) íóæíî ïðîñòî îáúåäèíèòü òî, ÷òî ìû ñåé÷àñ
ïîëó÷èëè. Åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü MMSE ïðîãíîç, òî ìû ðàññ÷èòûâàåì ïðîãíîç-
íûå çíà÷åíèÿ ïî íàøåé ìîäåëè, ïîäñòàâëÿÿ òóäà äëÿ âðåìåíè [1,T] – íàáëþäåí-
íûå çíà÷åíèÿ Х è ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ îñòàòêîâ, à äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ ìî-
ìåíòîâ âðåìåíè – çàìåíÿåì îñòàòêè íóëÿìè, à äëÿ çíà÷åíèé Х ïîäñòàâëÿåì èõ
ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñèè îøèáêè ïðîãíîçà ïåðåõîäèì ê
ÌÀ ïðåäñòàâëåíèþ è ïîëüçóåìñÿ òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîé ôîðìóëîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìîäåëü ARMA(1,1) 11 −− ++= tttt XX βεεα .

Òîãäà ...)...)(()()( +++=++++=+−= −−
−

2211
221 1111 tttttt LLLLLX εηεηεεβααεβα , ãäå

βαη +=1 , )( βααη +=2 ,…, )( βααη += −1k
k . Íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî êîýôôèöèåíòû

óáûâàþò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Òåïåðü ëåãêî ïîñ÷èòàòü äèñïåðñèþ îøèáêè

ïðîãíîçà íà h øàãîâ: ∑∑
−

=

−

= −
−+

+=++=
1

0
2

2
2222

1

0

22

1
111

h

i

h
i

h

i
i )))((())((

α
αβασβαασησ εεε . Ñðàâ-

íèâ ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ëåêöèè 3, âèäèì, ÷òî è äëÿ ýòîé ìîäåëè äèñ-
ïåðñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà äèñïåðñèè âðåìåííîãî ðÿäà.

Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ óñëîâíûé òî÷å÷íûé ïðîãíîç àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïðèáëèæàëñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ðÿäà, à äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðî-
ãíîçà – ê äèñïåðñèè ðÿäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà âëèÿíèå
èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè î ðåàëèçàöèè íà ïðîãíîç è åãî òî÷íîñòü àñèìïòîòè÷åñêè
óáûâàåò äî íóëÿ. Ê òîìó æå ïðè óâåëè÷åíèè ãîðèçîíòà ïðîãíîçà äèñïåðñèÿ îøèá-
êè íå ïðåâûøàåò äèñïåðñèè âðåìåííîãî ðÿäà. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðåàëèñòè÷åñêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû
ìîäåëè èçâåñòíû òî÷íî.

Òàê æå, êàê è â ìîäåëÿõ ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè, õîðîøåå êà-
÷åñòâî ïîäãîíêè ìîäåëè ARIMA íå ãàðàíòèðóåò âûñîêîé òî÷íîñòè ïðîãíîçà, ò.å.
âûñîêîé ïðîãíîçíîé ñèëû. Äëÿ îöåíêè ïðîãíîçíûõ ñâîéñòâ ìîäåëè îäíèì èç îáùå-
óïîòðåáèòåëüíûõ ïðèåìîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå èìåþùåéñÿ ðåàëèçàöèè íà 2 ÷àñòè.
Ïî ïåðâûì n íàáëþäåíèÿì âûáèðàåòñÿ è îöåíèâàåòñÿ ìîäåëü, à ïî ïîñëåäíèì (T-n)
íàáëþäåíèÿì ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå íàáëþäåííûõ è ðàññ÷èòàííûõ ïî ìîäåëè çíà-
÷åíèé. Òàêàÿ ïðîöåäóðà èíîãäà íàçûâàåòñÿ ïîñòïðîãíîçîì. Ñðàâíèâàÿ ïðîãíîçíóþ
ñèëó ìîäåëåé, îòîáðàííûõ ïî êðèòåðèþ Ïîñêèòòà–Òðåìåéíà, ìû âûáèðàåì «íàè-
ëó÷øóþ».
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Íåñòàöèîíàðíûå âðåìåííûå ðÿäû

Ñåé÷àñ ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ.
Òåïåðü ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü. Èç òåîðåìû Âîëüäà ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëè òèïà
ARMA îõâàòûâàþò âñå ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû. À âîò ñ íåñòàöèîíàðíûìè âðå-
ìåííûìè ðÿäàìè ñèòóàöèÿ èíàÿ, ôàêòè÷åñêè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ÷à-
ñòíûå âèäû íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ñ îäíèì èç òàêèõ âèäîâ ìû óæå
âñòðå÷àëèñü. Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäåëè ARIMA(p,d,q), d – ýòî ñòåïåíü èíòåãðàöèè
ðÿäà, ò.å. ðÿä ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïîñëå ïðèìåíåíèÿ d ðàç îïåðàöèè âçÿòèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîé ðàçíîñòè. Ìû íà÷íåì ðàññìîòðåíèå èìåííî ñ íåñòàöèîíàðíûõ
ðÿäîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ âçÿòèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé. Åñòåñòâåííî, ìû íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî âèäà ðÿäà
I(1). Îêàçàëîñü, ÷òî 2 ðàçíûõ ïî ñâîéñòâàì òèïà íåñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ ïðèâîäÿò-
ñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ âçÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé. Ìû èõ
óæå ðàññìàòðèâàëè.

1 òèï: ïðîöåññ ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ïîëèíîìèàëüíûì òðåíäîì.
)(tPX kt = , ãäå )(tPk – ïîëèíîì ñòåïåíè k îò t, à tε

 
– ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, íå

îáÿçàòåëüíî áåëûé øóì. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ëèíåéíîãî
òðåíäà tt tX εβα ++= , òî ìîæíî çàïèñàòü: )()( 11 1 −− −+=−=−=∆ tttttt XLXXX εεβ .

Ïîñêîëüêó εt – ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, òî åãî ïåðâàÿ ðàçíîñòü òàêæå ñòàöèîíàð-
íûé ïðîöåññ, õîòÿ åñëè εt – áåëûé øóì, òî ïîÿâëÿåòñÿ ÌÀ-÷àñòü. Â ñëó÷àå ïîëè-
íîìèàëüíîãî òðåíäà äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó íóæíî âçÿòü ïîñëåäî-
âàòåëüíóþ ðàçíîñòü íåñêîëüêî ðàç.

2 òèï: ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ: ttt XX εµ ++= −1 . Â ýòîì ñëó÷àå

ttX εµ +=∆ , è ïðîöåññ tX  íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì ñ äðåéôîì. Ìû

ìîæåì çàïèñàòü ðåøåíèå ýòîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

.∑
−

=
−+=

1

0

t

j
jtt tX εµ

Ïîýòîìó, åñëè ïðèìåíèòü ïîäõîä Áîêñà–Äæåíêèíñà è, èìåÿ íåêîòîðóþ ðåà-
ëèçàöèþ, ïåðåéòè ê ðàçíîñòÿì, îöåíèòü ìîäåëü ARMA(p,q), òî ÷òîáû âåðíóòüñÿ
íàçàä ê ïðîöåññó Xt, íóæíî âûáðàòü, ïî êàêîé ñõåìå âîçâðàùàòüñÿ. Êàê ìû óæå
ðàññìàòðèâàëè, ýòè ïðîöåññû âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó. Â ÷åì-òî îíè ñõîæè: ó îáîèõ
åñòü ëèíåéíûé òðåíä, íî îíè îòëè÷àþòñÿ ñëó÷àéíîé ÷àñòüþ. Â ïåðâîì ñëó÷àéíàÿ
÷àñòü – ýòî òåêóùèé øîê, òåêóùèå âîçìóùåíèÿ, à âî âòîðîì – ýòî íàêîïëåííûå
âîçìóùåíèÿ îò âñåõ ïðåäûäóùèõ øîêîâ.

Åñëè ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó òîëüêî
âçÿòèåì ïåðâîé ðàçíîñòè, òî ðÿä ïåðâîãî òèïà ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòàöèîíàðíîìó
âèäó òàêæå âûäåëåíèåì ëèíåéíîãî òðåíäà, íàïðèìåð ïîñòðîèâ ëèíåéíóþ ðåãðåñ-
ñèþ íà âðåìÿ è ðàññìîòðåâ ñòàöèîíàðíûé îñòàòîê. Ïðèìåíèì ëè òàêîé ïîäõîä ê
ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ? ×òî ïðîèçîéäåò, åñëè íà ñàìîì äåëå ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì, ïóñòü äàæå äëÿ ïðîñòîòû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì, ò.å. èìååò âèä ttX ε=∆ , à ìû ñòðîèì ðåãðåññèþ íà âðåìÿ âèäà

tt tX εβα ++= ? Ìîæíî èíòóèòèâíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ìû ïîëó÷èì çíà÷èìûé ïî
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t-ñòàòèñòèêå êîýôôèöèåíò β. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ êàê áû ïðåîáðàçóåò
íåïîñòîÿííóþ äèñïåðñèþ â çíà÷èìûé òðåíä, ò.å. â íåïîñòîÿííîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ýòè 2 òèïà ïðîöåññà ñïóòàåì. Âîïðîñ î òîì, íà-
ñêîëüêî îïàñíî ïóòàòü ýòè 2 ïðîöåññà ìåæäó ñîáîé, ïðèâëåê âíèìàíèå îòíîñè-
òåëüíî ïîçäíî. Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì ñëåäóþùèå íàçâàíèÿ äëÿ ýòèõ òèïîâ íåñòà-
öèîíàðíûõ ïðîöåññîâ.

1 òèï: ïðîöåññ, ïðèâîäèìûé ê ñòàöèîíàðíîìó ïóòåì âûäåëåíèÿ ëèíåéíîãî
òðåíäà – TSP (trend stationary process). Ýòî ïðîöåññ âèäà tt tX εβα ++= , îí ïðè-

âîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó ïóòåì âêëþ÷åíèÿ â ðåãðåññèþ ëèíåéíîãî
òðåíäà. Ýòî, â ïðèíöèïå, ïðîöåññ, ó êîòîðîãî åñòü äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä.
Èíîãäà òàêîé ïðîöåññ íàçûâàþò TS.

2 òèï: ïðîöåññ, ïðèâîäèìûé ê ñòàöèîíàðíîìó ïóòåì âçÿòèÿ ïåðâîé ðàçíî-
ñòè – DSP (diferencing stationary process). Âèä ýòîãî ïðîöåññà òàêîâ: ttt XX ε+= −1 .

Èíîãäà òàêîé ïðîöåññ íàçûâàþò DS.
Ñâåäåì æå ðàññìîòðåííûå íàìè ðàçëè÷èÿ â ñâîéñòâàõ ýòèõ ïðîöåññîâ â

òàáë. 7.1.
Òàáëèöà 7.1.

Ïðîöåññ TSP Ïðîöåññ DSP

• Íå ñòàöèîíàðåí èç-çà íåïîñòîÿííîãî
òðåíäà.
• Êîíå÷íàÿ ïàìÿòü î øîêàõ, îí çàáûâàåò
îá îøèáêå íà ïðåäûäóùåì øàãå ñðàçó. Åñ-
ëè âìåñòî áåëîãî øóìà áóäåò ñòîÿòü áî-
ëåå îáùèé ïðîöåññ ARMA(p,q), òî, êîíå÷-
íî, øîêè ñêàçûâàþòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ,
íî èõ âëèÿíèå ñî âðåìåíåì îñëàáåâàåò.

• Íå ñòàöèîíàðåí èç-çà íåïîñòîÿííîé
äèñïåðñèè.
• Òàê êàê â ÿâíîì ðåøåíèè ñòîèò ñóì-
ìà âñåõ ïðåäûäóùèõ ε, òî øîêè ïîìíÿò-
ñÿ âñå âðåìÿ. Ýòî ïðîöåññ ñ áåñêîíå÷íîé
ïàìÿòüþ. Ýêîíîìè÷åñêè ýòî íå î÷åíü
ïîíÿòíî, øîêè íå äîëæíû ñêàçûâàòüñÿ
ïîñòîÿííî.

Â 1984 ã. áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà Íåëüñîíà è Êàíãà [10], â êîòîðîé îíè
çàäàëèñü âîïðîñîì: ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ DSP, à ìû áóäåì âû-
äåëÿòü ëèíåéíûé òðåíä, êàê äëÿ ïðîöåññà òèïà TSP? Èõ ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó-
÷åíû ñ ïîìîùüþ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èñïûòàíèé Ìîíòå-Êàðëî è çàêëþ÷àëèñü â
ñëåäóþùåì.

1. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ áåç äðåéôà íà âðåìÿ äàåò êî-
ýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé äåòåðìèíàöèè 4402 ,≈R  íåçàâèñèìî îò ðàçìåðà âû-
áîðêè, ò.å. R2 çíà÷èì äàæå äëÿ ìàëîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê íàáëþäåíèÿ.

2. Åñëè äðåéô ïðèñóòñòâóåò ( 0≠µ ), òî 4402 ,>R  è çàâèñèò îò ðàçìåðà âû-

áîðêè. Ýòî èíòóèòèâíî ìîæíî ïîíÿòü, ïîòîìó ÷òî êàê òîëüêî 0≠µ , ïîÿâëÿåòñÿ

ñâîé òðåíä – íåñòàöèîíàðíîå ñðåäíåå. Òàêæå îêàçàëîñü, ÷òî 12 →R  ïðè ∞→T ,

ò.å. äëÿ ïðîöåññà DSP ñ äðåéôîì 12 →R  ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè. Ýòî
ÿâëåíèå çíà÷èìîãî êîýôôèöèåíòà òðåíäà, êîãäà â èñòèííîì óðàâíåíèè òðåíä îò-
ñóòñòâóåò, áûëî íàçâàíî «êàæóùèåñÿ òðåíäû» (spurious trends).

3. Îöåíêà äèñïåðñèè îñòàòêîâ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 14% îò èñòèííîé äèñ-
ïåðñèè ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ, ò.å. îöåíêà äèñïåðñèè ñèëüíî çàíèæåíà. Ïðîöåäó-
ðà îöåíèâàíèÿ óêàçûâàåò íà çíà÷èìûé òðåíä è ìàëóþ äèñïåðñèþ, õîòÿ íà ñàìîì
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äåëå ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàñòóùåé áåç îãðàíè÷åíèé
äèñïåðñèåé.

4. Îñòàòêè ðåãðåññèè îêàçûâàþòñÿ êîððåëèðîâàííûìè ñ êîýôôèöèåíòîì

êîððåëÿöèè ïðèìåðíî ðàâíûì Т
1011 −=ρ .

5. Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå t-ñòàòèñòèêà íå ãîäèòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòå-
çû î çíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòà ïðè âðåìåíè, îíà ñìåùåíà â ñòîðîíó ïðèíÿòèÿ
ãèïîòåçû î íàëè÷èè ëèíåéíîãî òðåíäà.

6. Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ êîððåëÿöè-
îííóþ çàâèñèìîñòü.

Ýòîò ïóíêò òðåáóåò ïîÿñíåíèÿ. Åñëè âçÿòü 2 íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ áëóæ-
äàíèÿ:

ttt

ttt
XX

YY
ε

υ
+=

+=
−

−

1

1 ,

ãäå tυ  è tε  – íåçàâèñèìûå áåëûå øóìû, è ïîñòðîèòü ðåãðåññèþ ttt ubXaY ++= , òî

èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ìû îæèäàåì, ÷òî êîýôôèöèåíò b áóäåò íåçíà÷èì. Íî âû
äîëæíû ÷óâñòâîâàòü èç ïåðâûõ ÷åòûðåõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî ýòîãî çäåñü íå ïðîèçîé-
äåò. Äâà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿ ïîêàçûâàþò âûñîêóþ ðåãðåññèîííóþ
çàâèñèìîñòü, êîýôôèöèåíò b îêàçûâàåòñÿ çíà÷èìûì. Êàê ìîæíî ýòî ïîÿñíèòü? Åñëè
îáà ïðîöåññà èìåþò çíà÷èìûå òðåíäû, òî îíè îáà çàâèñÿò îò t. Ðåãðåññèîííûé àíà-
ëèç ïîêàæåò, ÷òî ïðîöåññû çàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè êàæäàÿ
èç âåëè÷èí, ìåæäó êîòîðûìè ìû èùåì ðåãðåññèîííóþ çàâèñèìîñòü, ÿâëÿåòñÿ DS-
ïðîöåññîì, òî ðåãðåññèÿ ìåæäó íèìè ÿâëÿåòñÿ «êàæóùåéñÿ». Òàêèì îáðàçîì, íåêî-
òîðûå çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ êàæóùèìèñÿ. Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçàíà äèíà-
ìèêà äåíåæíîé ìàññû è èíôëÿöèè, íî ìû íå ó÷ëè, ÷òî îáà ïðîöåññà – DSP, è
ñäåëàííûé ýêîíîìè÷åñêèé âûâîä íåïðàâîìî÷åí. Ýòîò ðåçóëüòàò Íåëüñîíà è Êàíãà
ïîêàçûâàåò îïàñíîñòü ïðÿìîãî ïðèìåíåíèÿ îáû÷íîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà â
òîì ñëó÷àå, êîãäà äàííûå ÿâëÿþòñÿ òèïà DS.

Çíà÷èìîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà îñîáî ïîä÷åðêíóòà áîëåå ðàííåé, çíàìåíèòîé
ðàáîòîé Íåëüñîíà è Ïëîññåðà [11], êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ èññëåäîâàíèåì èñòîðè÷åñêèõ
ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ðÿäîâ â ÑØÀ. Ðåçóëüòàò ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàë, ÷òî
ïðàêòè÷åñêè âñå ðÿäû ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ÑØÀ, çà èñêëþ÷åíèåì
ðÿäà óðîâíÿ áåçðàáîòèöû, îêàçàëèñü ðÿäàìè òèïà DS, ò.å. òèïà ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèÿ ñ äðåéôîì. Ýòî ïðîèçâåëî âïå÷àòëåíèå ðàçîðâàâøåéñÿ áîìáû. Èçâåñòíûé
ýêîíîìèñò Ñàðæåíò çàìåòèë, ÷òî âñå, ÷òî ñäåëàíî äî ñèõ ïîð â îáëàñòè ìàêðîýêî-
íîìè÷åñêîé äèíàìèêè, ïîäëåæèò ïåðåñìîòðó. Ïðàâäà, äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ
ïîêàçàëè, ÷òî ñèòóàöèÿ íå ñòîëü äðàìàòè÷íà.

Äâå ýòè ðàáîòû, Íåëüñîíà–Êàíãà è Íåëüñîíà–Ïëîññåðà, ïîñòàâèëè âîïðîñ
ðåáðîì. Îêàçûâàåòñÿ, íàäî ïðîâîäèòü ÷åòêîå ðàçãðàíè÷åíèå ìåæäó ðÿäàìè äâóõ
âèäîâ: DS è TS. Åñëè òðåíä â ìîäåëè òèïà TS îòñóòñòâóåò, òî âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê
ðàçëè÷èþ ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè è íåñòàöèîíàðíûìè ðÿäàìè. Ðàíüøå ìû ðàñ-
ñìàòðèâàëè äëÿ ýòîãî ïîâåäåíèå âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

Â ïðîøëîé ëåêöèè ìû ðàññìàòðèâàëè ðÿä çíà÷åíèé ñïðýäà â Âåëèêîáðèòà-
íèè è ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî îí îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ AR(1). Åñëè âçÿòü ïåðâûå
ðàçíîñòè ýòîãî ðÿäà, òî îí áóäåò òàêæå õîðîøî îïèñûâàòüñÿ ìîäåëüþ ARIMA(0,1,0).
À ýòî î÷åíü ðàçíûå ðÿäû. Îäèí èç íèõ (TS ñ íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ïðè òðåí-
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äå) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, à âòîðîé – íåñòàöèîíàðíûì. Âèçóàëüíîå æå èññëåäî-
âàíèå ïîâåäåíèÿ âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ò.å. ïðèìåíåíèå ïîä-
õîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà íå ïîçâîëÿåò íàäåæíî âûáðàòü, ê êàêîìó èç òèïîâ îòíî-
ñèòñÿ èññëåäóåìûé ðÿä.

Ìû íóæäàåìñÿ â ìåòîäå, ïîçâîëÿþùåì ôîðìàëüíî ïðîâîäèòü ðàçëè÷èå ìå-
æäó ðÿäàìè òèïà TSP è DSP.

Ýòè 2 ðÿäà îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ìîäåëÿìè:

TSP DSP

tt tX εβα ++= ttt XX εµ ++= −1

Ïîïðîáóåì ðàññìîòðåòü ìîäåëü: ttt tXX εβρα +++= −1 . Îíà âîáðàëà ÷åðòû

îáåèõ ìîäåëåé, è ãèïîòåçû î õàðàêòåðå ðÿäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîñòûõ ãè-
ïîòåç î åå ïàðàìåòðàõ.

Н0: ðÿä ÿâëÿåòñÿ DS ⇒ 




=
=

0
1

β
ρ .

Н1: ðÿä ÿâëÿåòñÿ TS ⇒ 1<ρ  (òîãäà ε áóäåò íå ïðîñòî áåëûé øóì, à íåêî-

òîðûé ñòàöèîíàðíûé ðÿä. Âîîáùå-òî ìû ýòî èìåëè â âèäó, êîãäà îïðåäåëÿëè TS,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îí ïðèâîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ òðåíäà).

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòíîñèòñÿ ê êëàññó îáùèõ ëèíåéíûõ ãèïîòåç. Ïðè òðàäèöè-
îííîì ïîäõîäå äëÿ åå ïðîâåðêè íóæíî îöåíèòü 2 ðåãðåññèè: ttt tXX εβρα +++= −1  è

ttt XX εα ++= −1 . È çàòåì ïðîâåðèòü çíà÷èìîñòü ðàçíîñòè îñòàòî÷íûõ ñóìì êâàä-

ðàòîâ, èñïîëüçóÿ F-ñòàòèñòèêó.
Òåñò, ê ðàññìîòðåíèþ êîòîðîãî ìû ñåé÷àñ ïåðåõîäèì, ïîÿâèëñÿ ñíà÷àëà â

áîëåå ïðîñòîé âåðñèè ýòîé ìîäåëè: ttt XX ερα ++= −1 , ò.å. áåç âêëþ÷åíèÿ ëèíåé-

íîãî òðåíäà. Â ýòîì ñëó÷àå ãèïîòåçû ïðèíèìàþò âèä:

Н0: 1=ρ  ⇒ DS

Н1: 1<ρ ⇒ TS.

Òåïåðü ìîæíî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî 1=ρ  ïðè ïîìîùè t-ñòà-
òèñòèêè. Óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå. Ïîñëå âû÷èòàíèÿ èç îáåèõ
÷àñòåé Xt-1, ïîëó÷èì ttt XX ερα +−+=∆ −11)( . Ïóñòü γρ =−1 , òîãäà ïðîâåðÿåìûå

ãèïîòåçû ïðèìóò âèä:

Н0: 0=γ
Н1: 0<γ .

Â êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè äëÿ ïðîâåðêè òàêîé ãèïîòåçû ïðèìåíÿ-
åòñÿ îäíîñòîðîííÿÿ t-ñòàòèñòèêà. Íî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû, ðÿä

tX  ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì, åãî äèñïåðñèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

ïðè óâåëè÷åíèè t, è ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè 
)ˆ.(.

ˆ
γ

γ
es

 íå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíè-
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åì Ñòüþäåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, è àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñòàòèñòèêè
íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Ïðè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ íåâûïîëíåíèå óñëîâèé Öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìû â ýòîì ñëó÷àå. Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè 
)ˆ.(.

ˆ
γ

γ
es

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñòîõàñòè÷åñêèå èí-

òåãðàëû îò âèíåðîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, íî ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì. Êðè-
òè÷åñêèå òî÷êè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðàññ÷èòûâàòü ÷èñëåííî, èñïîëü-
çóÿ ñèìóëÿöèîííûå ïðîöåäóðû Ìîíòå-Êàðëî. Âïåðâûå ýòî ðàñïðåäåëåíèå áûëî
âûâåäåíî è çàòàáóëèðîâàíî â ðàáîòå Äèêêè è Ôóëëåðà [3] è íîñèò èõ èìÿ. Òåñò,
èñïîëüçóþùèé äëÿ ïðîâåðêè òèïà íåñòàöèîíàðíîñòè ýòî ðàñïðåäåëåíèå, ïðè óñ-
ëîâèè 0=γ , ò.å. êîãäà ïðîöåññ ïðèíàäëåæèò òèïó DS, íàçûâàåòñÿ òåñòîì Äèêêè–

Ôóëëåðà, è îáîçíà÷àåòñÿ êàê DF-òåñò. Ïðè óñëîâèè, ÷òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà î òîì,
÷òî 0=γ , âûïîëíåíà, ìû èìååì ïðîöåññ òèïà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (DSP).
Èìåííî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íå ðàáîòàåò t-ñòàòèñòèêà.

Ïîçæå MàcKinnon [7] ðàñøèðèë ýòè òàáëèöû, ðàññìîòðåë íåêîòîðûå äðóãèå
ñëó÷àè è ïðåäëîæèë àïïðîêñèìèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ áûñòðîãî ðàñ÷åòà êðèòè-
÷åñêèõ òî÷åê â êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììàõ. Ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ Äèêêè è
Ôóëëåð òàêæå ðàññ÷èòàëè àíàëîã F-ñòàòèñòèêè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîöåññ ÿâëÿ-
åòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå òàêæå èíîãäà íàçûâàþò ðàñïðå-
äåëåíèåì Äèêêè–Ôóëëåðà. Îáû÷íî èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîì èç ðàñïðåäåëåíèé
èäåò ðå÷ü.

Âåðíåìñÿ ê îáùåé ìîäåëè: ttt XtX ερβα +−++= −11)( . Â ýòîì ñëó÷àå ìû

èìååì ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:

.:
;:

1
01

1

0
<

==
ρ

βρ
Н
Н

Ñðàâíèì, êàê âåäåò ñåáÿ DF-ñòàòèñòèêà è F-ñòàòèñòèêà. Íàñ èíòåðåñóåò
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðè çàäàíîì ÷èñëå íàáëþäåíèé è äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ
çíà÷èìîñòè. Åñëè Ò – êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé, òî â çàâèñèìîñòè îò íåãî ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ òàáë. 7.2 äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè 5%, â êîòîðîé F-ñòàòèñòèêà – ýòî
ôàêòè÷åñêè F2,T-3.

Òàáëèöà 7.2.

T DF F-ñòàòèñòèêà

25 7,24 3,42

50 6,73 3,20

100 6,49 3,10

∞ 6,25 3,00

Íà ðèñ. 7.1 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíû ãðàôèêè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ
Äèêêè–Ôóëåðà è Ôèøåðà. Ìû âèäèì, ÷òî DF-ðàñïðåäåëåíèå çíà÷èòåëüíî ïðàâåå,
÷åì F-ðàñïðåäåëåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ñëó÷àåâ ïðèìåíå-
íèå ñòàíäàðòíîé F-ñòàòèñòèêè âåäåò ê òîìó, ÷òî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðÿä îòíîñèòñÿ ê
òèïó TS, â òî âðåìÿ êàê îí òèïà DS, à èìåííî, åñëè F-ñòàòèñòèêà ïîïàäàåò â îá-
ëàñòü (à; â).
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Ðèñ. 7.1.

Êðîìå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, à ñëåäîâàòåëüíî, è
ôîðìà DF-ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñÿò îò òîãî, âêëþ÷åíû ëè â ìîäåëü ðåãðåññîðû

tt βα ,  èëè íåò íè òîãî, íè äðóãîãî. Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ íóæíû, ïî ñóòè,
ðàçíûå òàáëèöû.

Ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå, äàâàéòå ðàññìîòðèì ïðèìåð îöåíêè êîíê-
ðåòíîãî ðÿäà: ëîãàðèôìà èíäåêñà ïðîèçâîäñòâà ïî äàííûì Ôåäåðàëüíîé Ðåçåðâ-
íîé Ñèñòåìû ÑØÀ [4]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äàííûå ñ I êâàðòàëà 1950 ã. ïî IV êâàð-
òàë 1977 ã. Ñïåöèôèöèðóåì ìîäåëü â ñëåäóþùåì âèäå:

ttttt YYYtY εααββ +−+⋅+⋅+= −−− )( 2121110 .

Åñòåñòâåííî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ),(~ 20 σε WNt , ò.å. áåëûé øóì.

Ýòà ìîäåëü áûëà îöåíåíà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íî ïåðåä îöåíè-
âàíèåì èç îáåèõ ÷àñòåé âû÷ëè 1−tY . Ýòî ñòàíäàðòíûé ïðèåì, òîãäà ìîæíî ñðàâíè-

âàòü êîýôôèöèåíò ñ íóëåì, à íå ñ åäèíèöåé. À â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îêàçûâà-
åòñÿ îáúÿñíÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ Y∆ . Ïîýòîìó áûëè îöåíåíû 2 ñëåäóþùèå ìîäåëè,
ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîé è àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå (â ñêîáêàõ – ñòàíäàðòíûå
îøèáêè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ).

Ïåðâàÿ ìîäåëü: )(,,,,
),(),(),(),(..

21
0810

1
0330000340130

1 4980119000120520 −−−− −+−+=∆=− ttt
es

ttt YYYtYYY ;

                               )(, URRSSRSS 0564480= .

Âòîðàÿ ìîäåëü: Ïóñòü 10 11 == αβ ; . ÌÍÊ äàåò ñëåäóþùóþ ìîäåëü:

)(,,
),(),(..

21
083000250

1 447000540 −−− −+=− tt
es

tt YYYY . Ñîîòâåòñòâåííî )(, RRSSRSS 0632110= . Ñ÷èòàåì

ñòàíäàðòíîå F-îòíîøåíèå: 346
106

0564480
2

05644800632110
,,

),,(
=

−
=отношениеF . À òåïåðü ïî-

ñìîòðèòå íà ïðèâåäåííóþ âûøå òàáë. 7.2. Ðÿä ñîäåðæèò íåìíîãî áîëåå 100 òî÷åê,
ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ ñòðîêîé äëÿ 100 íàáëþäåíèé. Åñëè áû ìû ñðàâíèâàëè F-
îòíîøåíèå ñ êâàíòèëÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà, òî Fêðèòè÷åñêîå äëÿ 5-ïðîöåíò-
íîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè áûëî áû ðàâíî 3,1. Ñîîòâåòñòâåííî ìû áû ïðèøëè ê âû-
âîäó, ÷òî èññëåäóåìûé ðÿä – òèïà TS. Íî ìû äîëæíû ñðàâíèâàòü ñòàòèñòèêó ñ

а в

F-распределение

DF-распределение
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êâàíòèëÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Äèêêè–Ôóëëåðà, ò.å. ñ 6,49. Â ðåçóëüòàòå íà óðîâíå
çíà÷èìîñòè 5% ãèïîòåçà î íàëè÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ íå ìîæåò áûòü îòâåðãíóòà, à
äëÿ íàñ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó DS. Ïîñêîëüêó ïðîâåðêà òèïà ðÿ-
äà – TS èëè DS – ñâîäèòñÿ ê òåñòèðîâàíèþ íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ åäèíè÷íîãî
êîðíÿ, òî ýòà ïðîöåäóðà íîñèò ñòàíäàðòíîå íàçâàíèå unit root test. Ðå÷ü èäåò î
ïðîâåðêå íàëè÷èÿ åäèíè÷íûõ êîðíåé â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè. Íî íàëè-
÷èå èëè îòñóòñòâèå åäèíè÷íîãî êîðíÿ – ýòî òî, ÷òî â ïîäõîäå Áîêñà–Äæåíêèíñà
íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì èíòåãðàöèè – åäèíèöà èëè íóëü. Ò.å. unit root test, êîòîðûé
ïîÿâèëñÿ êàê âîçìîæíîñòü ðàçëè÷åíèÿ ìåæäó TS è DS ðÿäàìè, äàåò ñòàòèñòè÷å-
ñêóþ ïðîöåäóðó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðàöèè ðÿäà â ïîäõîäå Áîêñà–
Äæåíêèíñà.

Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëî èñïîëüçîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Äèê-

êè–Ôóëëåðà äëÿ ñòàòèñòèêè 
)ˆ.(.

ˆ
γ

γ
es

. Ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì åå ïðèìåíåíèå â

ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

∗          ∗
∗

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Akaike H. A New Look at the Statistical Model Identification, IEEE Transactions on
Automatic Control, AC-19. 1974. P. 716–723.

2. Box G. E. P. and Jenkins G. M. Time Series Analysis, Forecasting and Control, rev.
Ed. San Francisco: Holden-Day, 1976.

3. Dickey D. A. and Fuller W. A. Distribution of the Estimators for Autoregressive
Time-Series with a Unit Root // Journal of the American Statistical Assiciation. 1979. Vol. 74.
P. 427–431.

4. Dickey D. A. and Fuller W. A. Likelihood Ratio Statistics for Autoregressive Time
Series with a Unit Root // Econometrica. 1981. Vol. 49. P. 1057–1072.

5. Judge G. G., Griffits W. E., Hill R. C., Lutkepohl H., Lee Tsoung-Chao. The Theory
and Practice of Econometrics. Second edition. NY: John Willey and Sons, 1985.

6. Ljung G. M. and Box G. E. P. On a Measure of Lack of Fit in Time Series Models
// Biometrika. 1978. 65. P. 297–303.

7. MacKinnon J. C. Critical Values for Cointegration Tests // UC San Diego Discus-
sion Paper. 1990. P. 90–4.

8. Mills T. C. The Econometric Modelling of Financial Time Series. Cambridge University
Press, 1993.

9. Mills T. C. The Econometric Modelling of Financial Time Series. Second edition.
Cambridge University Press, 1999.

10. Nelson C. R. and. Kang H. Pitfalls in the Use of Time as an Explanatory Variable in
Regression // Journal of Business and Economic Statistics. January 1984. Vol. 2. P. 73–82.

11. Nelson C. R. and Plosser C. I. Trends and Random Walks in Macroeconomic Time Series:
Some Evidence and Implication // Journal of Monetary Economics. 1982. Vol. 10. P. 139–162.

12. Poskitt D. S. and Tremayne A. R. Determining a Portfolio of Linear Time Series
Models // Biometrica. 1987. V. 74. P. 125–37.

13. Schibata R. Selection of the Order on an Autoregressive Model by Akaike’s Infor-
mation Criterion // Biometrika. 1976. 63. P. 147–164.

14. Schwarz G. Estimating the Dimension of a Model // The Annals of Statistics. 1978. 6.
P. 461–464.

http://www.pdffactory.com


ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ                         ¹ 3 2002 379

ËÅÊÖÈÎÍÍÛÅ È ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÛ

Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã.

Â ýòîì íîìåðå ïóáëèêóþòñÿ î÷åðåäíûå òðè ëåêöèè êóðñà «Àíà-
ëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ». Îíè ïîñâÿùåíû ìåòîäîëîãèè ïðèìåíåíèÿ ðàñ-
øèðåííîãî òåñòà Äèêêè–Ôóëëåðà (ADF-test) äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ
åäèíè÷íîãî êîðíÿ, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, îïðåäåëåíèÿ òèïà íåñòàöèî-
íàðíîñòè âðåìåííîãî ðÿäà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ òàê íàçûâàåìîãî t-îòíîøåíèÿ îò íàëè÷èÿ â ñîñòàâå ðåãðåññîðîâ
ñâîáîäíîãî ÷ëåíà è/èëè òðåíäà, à òàêæå îò ëàãîâîé ñòðóêòóðû èññëå-
äóåìîãî ðÿäà. Â êà÷åñòâå ìåòîäèêè ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà Äîëàäî è
åãî ñîàâòîðîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé êðàòíûõ åäèíè÷íûõ êîðíåé.
Äåñÿòàÿ ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íàëè÷èÿ åäèíè÷íûõ êîðíåé
ïðè âîçìîæíîì íàëè÷èè ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà â ïàðàìåòðàõ ìîäåëè.
Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû Ïåððîíà äëÿ ýêçîãåííîãî âðåìåíè ñêà÷êà è
Çèâîòà ñ Ýíäðþñîì – äëÿ ýíäîãåííîãî. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû êîíêðåò-
íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ðÿäîâ. Â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ
ðàññìîòðåòü ìîäåëè âçàèìîñâÿçè ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ âðå-
ìåííûõ ðÿäîâ.

Ëåêöèÿ 8

Â ïðîøëîé ëåêöèè ìû óïîìèíàëè ðàñïðåäåëåíèå Äèêêè–Ôóëëåðà äâóõ òè-

ïîâ: òèïà F-îòíîøåíèÿ è òèïà t-îòíîøåíèÿ 
)ˆ.(.

ˆ
γ

γ
es

. Âòîðîå èç îòíîøåíèé ðàñ-

ñìàòðèâàëîñü äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Îäèí ðàç – äëÿ ìîäåëè áåç ëèíåéíîãî
òðåíäà, à âî âòîðîé ðàç ìû èñïîëüçîâàëè òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà â ìîäåëü âêëþ÷åí ëèíåéíûé òðåíä. Òåñò Äèêêè–Ôóëëåðà ïðåäíàçíà÷åí äëÿ
òîãî, ÷òîáû ðàçëè÷èòü âðåìåííûå ðÿäû òèïà TS è DS. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íóëåâîé
ãèïîòåçîé Í0 èññëåäóåìûé ðÿä ïðèíàäëåæèò ê òèïó DS. Ïî àëüòåðíàòèâíîé ãèïî-
òåçå îí ìîæåò áûòü òèïà TS, íî îäíîâðåìåííî áûòü íåñòàöèîíàðíûì – èìåòü äå-
òåðìèíèðîâàííûé òðåíä, èëè íå èìåòü òðåíäà – áûòü ñòàöèîíàðíûì. Êàê óæå
óïîìèíàëîñü, ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè â ïðÿìîé è àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå, ò.å.
âêëþ÷åíèå èëè íå âêëþ÷åíèå â ìîäåëè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà è/èëè äåòåðìèíèðîâàí-
íîãî òðåíäà, âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå t-îòíîøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ýòî ïîäðîáíåå.
_____________________
Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã. – ïðîôåññîð, ê. ôèç.-ìàò. í., ïðîðåêòîð ÃÓ–ÂØÝ, çàâ. êàôåäðîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìåòðèêè.
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Äèêêè è Ôóëëåð [4] íà÷èíàëè ñ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ: ttt XX εγ +=∆ −1 .

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíåíà ãèïîòåçà Í0, ò.å. ÷òî 1=γ , ðàñïðåäå-
ëåíèå t-îòíîøåíèÿ (îòíîøåíèÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòà γ , ïîëó÷åííîé ÌÍÊ, ê
îöåíêå åãî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ) íàçûâàåòñÿ DF-ðàñïðåäåëåíèåì.

Âêëþ÷èâ â ìîäåëü ñâîáîäíûé ÷ëåí, ïîëó÷èì ìîäåëü ttt XX εγα ++=∆ −1 . À äî-

ïîëíèòåëüíîå âêëþ÷åíèå ëèíåéíîãî òðåíäà äàåò ìîäåëü ttt XtX εγβα +++=∆ −1 .

Îêàçàëîñü, ÷òî âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ðàñïðåäåëåíèå t-îòíîøåíèÿ 
)ˆ.(.

ˆ
γ

γ
es

 âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, íî ïî-ðàçíîìó. Âñå òðè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðèíÿòî ñâÿçûâàòü ñ èìåíàìè Äèêêè è Ôóëëåðà. Îäíàêî ýòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðàçíûå è çàâèñÿò îò òîãî, êàêèå äîáàâî÷íûå ðåãðåññîðû âõîäÿò â óðàâíåíèå.

Îáîçíà÷èì êðèòè÷åñêèå âåëè÷èíû äëÿ ïåðâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 0τ , äëÿ âòîðîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ µτ , äëÿ òðåòüåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ττ .

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé äëÿ îäíîãî è òîãî æå
óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ñõåìàòè÷åñêè
ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.1. Òàêæå íà ðèñóíêå ïîêàçàíî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Ñòüþäåíòà äëÿ òîãî æå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è òîãî æå ÷èñëà ñòåïåíåé ñâî-
áîäû. Âñå ýòè çíà÷åíèÿ îòðèöàòåëüíûå. Âïðî÷åì, â ëèòåðàòóðå èõ èíîãäà ïðèâî-
äÿò ñî çíàêîì ïëþñ, ÷òî îáû÷íî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.

Ðèñ. 8.1.

Ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå çàäàäèìñÿ ñëåäóþùèì âîïðîñîì. Èç ðåçóëü-
òàòîâ Íåëüñîíà è Êàíãà [11] ìû çíàåì îá îïàñíîñòè ïðèíÿòèÿ ïðîöåññà òèïà I(1)
çà ïðîöåññ òèïà I(0) è ïðèìåíåíèÿ ê íåìó îáû÷íûõ ïðîöåäóð ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ. Åñëè ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ê ðÿäàì òèïà DS îáû÷íûå ôîðìóëû ðåãðåñ-
ñèîííîãî àíàëèçà, òî ïîëó÷èì êàæóùèåñÿ çàâèñèìîñòè, êàæóùèåñÿ òðåíäû, ò.å.
íåêèé ñòàòèñòè÷åñêèé ôåíîìåí âìåñòî ýêîíîìè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè, êîòîðóþ
èùåì. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íî îáðàùàòüñÿ ñ ïðîöåññîì òèïà TS êàê ñ
ïðîöåññîì òèïà DS, ò.å. áðàòü îò íåãî ïåðâûå ðàçíîñòè è äàëüøå îïåðèðîâàòü ñ
ðÿäîì ïåðâûõ ðàçíîñòåé. Âåäü ïðè ïîèñêå âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó ïðîöåññàìè
y è z ìîæíî ïåðåéòè ê ðÿäàì y∆  è z∆ , êîòîðûå îñòàíóòñÿ ïðîöåññàìè òèïà I(0), è
ñòðîèòü îáû÷íóþ ðåãðåññèþ. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îäèí èç ðÿäîâ (èëè
îáà) óæå áûëè ñòàöèîíàðíûìè è íå òðåáîâàëè âçÿòèÿ ïåðâîé ðàçíîñòè. Ïðèâîäèò
ëè òàêîå èçëèøíåå âçÿòèå ðàçíîñòåé ê íåãàòèâíûì ïîñëåäñòâèÿì? Äðóãèìè ñëî-

ττ  µτ  0τ   tкритическое
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âàìè, ñóùåñòâóþò ëè íåãàòèâíûå ïîñëåäñòâèÿ, åñëè ìû ïðèìåì ðÿä òèïà TS çà
ðÿä òèïà DS? Ýòà ñèòóàöèÿ ìîæåò âñòðåòèòüñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Áîêñà–
Äæåíêèíñà âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû ïåðåîöåíèëè âåëè÷èíó ïàðàìåòðà d.

Ðàññìîòðèì îïàñíîñòü èçëèøíåãî âçÿòèÿ ðàçíîñòåé íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.
Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ÌÀ(1), ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, èìåþùèé âèä:

tttt Lx εααεε )1(1 +=+= − . Åñëè, íå çíàÿ, ÷òî îí óæå ñòàöèîíàðíûé, âçÿòü îò ïðî-

öåññà ïåðâóþ ðàçíîñòü, òî ïîëó÷èì:

ttttt LLLLxLxy εααεα ))1(1()1)(1()1( 2−−−=+−=−=∆= .

Ïîëó÷èâøàÿñÿ ìîäåëü òåïåðü îòíîñèòñÿ ê òèïó ÌÀ(2), îöåíèâàòü íóæíî óæå äâà
ïàðàìåòðà, à íå îäèí, íî ñåé÷àñ áîëåå âàæåí äðóãîé àñïåêò. Îöåíèì îáû÷íûì

ñïîñîáîì êîýôôèöèåíòû ìîäåëè 2211 −− ++= tttt uuuy θθ . Ïîñìîòðèì, êàêîâà îñòà-

òî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ïðîöåññîâ xt è yt. Â ïåðâîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ áóäåò ðàâíà:
22 )1()( εσα+=txVar . Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó âçÿòà èçëèøíÿÿ ðàçíîñòü, îäèí

èç êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí åäèíèöå. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ïðîöåññ íåîáðàòèì, äëÿ íåãî íå ñóùåñòâóåò AR(∞)
ïðåäñòàâëåíèÿ, è ÿñíî, ÷òî ýòî ñàìî ïî ñåáå ïðèâåäåò ê ñëîæíîñòÿì â îöåíèâàíèè.

Äèñïåðñèÿ ýòîãî ïðîöåññà áóäåò ðàâíà 22
2

2
1 )1()( utyVar σθθ ++= . Èëè ìîæíî çà-

ïèñàòü ïî-äðóãîìó: 222 ])1(1[)( εσαα +−+=tyVar . Íåâîîðóæåííûì ãëàçîì âèäíî,

÷òî )()( tt xVaryVar > , ò.å. âçÿòèå èçëèøíåé ðàçíîñòè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ

äèñïåðñèè, â òîì ÷èñëå è îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ìû ïîçæå ðàññìîòðèì ïðèìåð, â êîòîðîì ÷èñëåííî óáåäèì-
ñÿ, ÷òî ýòî óâåëè÷åíèå äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî. Èíîãäà ýòîò ýôôåêò íàðÿäó ñ
ïîâåäåíèåì âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ìîæåò ñëóæèòü íåêîòîðûì
íåôîðìàëüíûì êðèòåðèåì äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ, íóæíî áðàòü ïîñëåäîâàòåëüíóþ
ðàçíîñòü èëè íåò. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ê ðàçíîñòè äèñïåðñèÿ âîçðàñòàåò, òî, ñêîðåå
âñåãî, ýòîãî äåëàòü íå íàäî.

Òàêèì îáðàçîì, íåâåðíîå óñòàíîâëåíèå òèïà ïðîöåññà âåäåò ê íåãàòèâíûì
ïîñëåäñòâèÿì ïðè îøèáêå «â îáå ñòîðîíû».

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê unit root test. Ñïåöèôèöèðóåì ïðîöåññ òèïà TS â âèäå:

tt tx εβα ++= . Ïîïðîáóåì âûïèñàòü òàêóþ ìîäåëü, â êîòîðîé ðàçëè÷èå ìåæäó òè-

ïàìè TS è DS áóäåò âûðàæàòüñÿ â çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì
â ìîäåëè áåëûé øóì tε  íà ïðîöåññ tu , ïîä÷èíÿþùèéñÿ ìàðêîâñêîé ñõåìå ïåðâîãî

ïîðÿäêà ttt uu ερ += −1 . Òîãäà íóëåâàÿ ãèïîòåçà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òî ðÿä

ïðèíàäëåæèò òèïó DS, ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî 1=ρ , à àëüòåðíàòèâíàÿ – òîìó,

÷òî 1<ρ .

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, çàïèøåì: 11 )1( −− +−+= tt utx βα . Òåïåðü óìíîæèì

ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà ρ , ÷òî äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

11 )1( −− +−+= tt utx ρρβραρ .
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Âû÷èòàÿ, ïîëó÷àåì: ttt xtx ερρβρβρα ++−++−= −1)1(])1([ . Ýòî ñîîòíîøåíèå

âêëþ÷àåò ñâîáîäíûé ÷ëåí, ëèíåéíûé òðåíä, àâòîðåãðåññèîíûé ÷ëåí è áåëûé øóì.
Ïðè âûïîëíåíèè íóëåâîé ãèïîòåçû 1=ρ  ïðîöåññ ïðèíèìàåò âèä:

ttt xx εβ ++= −1 .

Ìû ïîëó÷èëè ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ äðåéôîì, åñëè 0≠β . Åñëè æå 1<ρ , òî â
ìîäåëè ïðèñóòñòâóåò òðåíä è àâòîðåãðåññèîíûé ÷ëåí, ïðè÷åì àâòîðåãðåññèîííàÿ
÷àñòü ñòàöèîíàðíà. Ìîæíî ñäåëàòü äâà âûâîäà. Âî-ïåðâûõ, íàì äåéñòâèòåëüíî
óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îõâàòûâàåò îáà íàøèõ ñëó÷àÿ. Âî-
âòîðûõ – ÷òî ìîæíî îòíîñèòü ê êëàññó TS òàêèå ïðîöåññû, ãäå âìåñòî áåëîãî øó-

ìà tε  ñòîèò ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ òèïà ARMA.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûì ñîîòíîøåíèåì ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþ-

ùóþ ìîäåëü äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ åäèíè÷íîãî êîðíÿ: ttt xbtx ερµ +++= −1 . Åñ-

ëè îöåíèòü ýòó ìîäåëü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, òî íóæíî ïðîâåðèòü

ñôîðìóëèðîâàííóþ íóëåâóþ ãèïîòåçó: 1:0 =ρH . Åñëè áû ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå

ðÿä îñòàëñÿ ñòàöèîíàðíûì, òî ïðè ïðåäïîëîæåíèè î íîðìàëüíîñòè tε  íàäî ïðîñòî

ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòà b åäèíèöå, äëÿ ÷åãî ñðàâíèòü t-ñòàòèñòèêó
äëÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà ñ êâàíòèëÿìè t-ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà. ×òîáû åùå

áëèæå ñâåñòè ïðîöåäóðó ê ïðèâû÷íîé, âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé 1−tx . Òîãäà ïîëó-

÷àåòñÿ óðàâíåíèå ttt xbtx ερµ
γ

+−++=∆ −1)1(
321

. Ïîëó÷àåì, ÷òî íàäî ïðîâåðèòü

ñëåäóþùóþ íóëåâóþ ãèïîòåçó ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé:

0:
0:

1

0

<⇔
=⇔

γ
γ

TSH
DSH

.

Ïîñêîëüêó 1>ρ  ñîîòâåòñòâóåò íåñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó âçðûâíîãî òèïà,
êîòîðûé èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ îäíîñòîðîííèé òåñò. Ïðè îáû÷-

íîé ðåãðåññèè äëÿ ïðîâåðêè ýòèõ ãèïîòåç ïðèìåíÿåòñÿ t-îòíîøåíèå, ò.å. 
γσ

γ
ˆ
ˆ

=t ,

êîòîðîå ñðàâíèâàåòñÿ ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà. Îäíà-
êî ìû óæå âèäåëè, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû Í0 ðàñïðåäåëåíèå t-îòíîøåíèÿ,
íå ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþäåíòà, à ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ, êîòî-
ðîå ñåé÷àñ ïðèíÿòî íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåì Äèêêè–Ôóëëåðà. Ïîýòîìó ñõåìà
ïðîâåðêè ãèïîòåçû òàêàÿ æå, òîëüêî ìû äîëæíû ñðàâíèâàòü ñòàòèñòèêó ñ êâàí-
òèëÿìè íå t-ðàñïðåäåëåíèÿ, à DF-ðàñïðåäåëåíèÿ. È ðåøàþùåå ïðàâèëî òîæå

÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòîå. Åñëè крττ > , âûáîðî÷íàÿ ñòàòèñòèêà ðàñïîëîæåíà ëåâåå

òàáëè÷íîãî çíà÷åíèÿ (ìû «ðàáîòàåì» íà ëåâîì õâîñòå ðàñïðåäåëåíèÿ), òî ìû îò-
âåðãàåì íóëåâóþ ãèïîòåçó è ñ÷èòàåì, ÷òî ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó TS, à åñëè âûáî-
ðî÷íîå çíà÷åíèå ëåæèò ïðàâåå òàáëè÷íîãî çíà÷åíèÿ, òî ðÿä – òèïà DS. Ìû óæå
çíàåì, ÷òî òàáëè÷íûå çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà è íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ëåæàò ïðàâåå äëÿ îäíîãî è òîãî æå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè.
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Ðèñ. 8.2.

Îêàçàëîñü, ÷òî âèä ðàñïðåäåëåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî åãî êâàíòèëè, êðèòè÷å-
ñêèå çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò òîãî, âêëþ÷åíû ëè â îöåíèâàåìóþ ìîäåëü

ñâîáîäíûé ÷ëåí è/èëè òðåíä. Ìû íà÷àëè ñ óðàâíåíèÿ tt utx ++= βα , ãäå tu
ïîä÷èíÿåòñÿ ìàðêîâñêîé ñõåìå. Òî åñòü ìû ñðàçó âêëþ÷èëè â ìîäåëü ñâîáîäíûé
÷ëåí è òðåíä. Äàëåêî íå âñåãäà íåîáõîäèìî ââîäèòü òðåíä â óðàâíåíèå. Åñëè íà-

÷àòü ñ óðàâíåíèÿ tt uy += α , â êîòîðîì íåò òðåíäà, òî â îöåíèâàåìîì óðàâíåíèè

íå òîëüêî òðåíä ïðîïàäåò, íî è â ñâîáîäíîì ÷ëåíå ïðîïàäåò îäíî ñëàãàåìîå. Ïî-
ýòîìó â ïðåäïîëîæåíèè ãèïîòåçû Í0 ó ïðîöåññà íåò äðåéôà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
âûïîëíåíà ãèïîòåçà Í0, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 1=ρ , è â óðàâíåíèè ïðîïàäåò ñâîáîä-
íûé ÷ëåí. Ó íàñ áóäåò ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå áåç äðåéôà, ñîâñåì ïðîñòîå. Íî òîãäà
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó t-îòíîøåíèÿ äðóãîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîýòîìó íóæíî ðàññ÷è-
òàòü óæå äðóãîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Àíàëîãè÷íî, åñëè ìû èñêëþ÷èì åùå è α
èç èñõîäíîé ìîäåëè, ÷òî òîæå ìîæåò áûòü, òî ïîëó÷èì åùå îäíî, íåñêîëüêî èíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Ïîýòîìó â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêóþ ìîäåëü òèïà DS ìû ñïåöè-
ôèöèðóåì: ìîäåëü ñ ëèíåéíûì òðåíäîì è äðåéôîì, ìîäåëü òîëüêî ñ äðåéôîì èëè
ìîäåëü áåç äðåéôà, ó íàñ ïîëó÷àþòñÿ òðè ðàçíûõ ñëó÷àÿ, òðè ðàçíûõ òàáëèöû
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñèñòåì îáîçíà÷åíèé, ìû áóäåì ïîëüçîâàòü-

ñÿ òàêèìè: τµ τττ ,,0 .

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè òåñòà Äèêêè–Ôóëëåðà âîçíèêàåò âîïðîñ,
êàêèì îáðàçîì âûáðàòü âèä ìîäåëè, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, êàê ïðàâèëüíî ñïåöè-
ôèöèðîâàòü ïðÿìóþ è àëüòåðíàòèâíóþ ãèïîòåçû. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìû ïðîâîäèì
ðàçëè÷èå ìåæäó ðÿäàìè òèïà TS è DS ñîîòâåòñòâåííî, íî âíóòðè êàæäîãî èç òè-
ïîâ ìû äîëæíû âûáðàòü ïîäõîäÿùèé ê èññëåäóåìûì äàííûì êîíêðåòíûé âèä
ìîäåëè. Åñëè âûáîðî÷íàÿ ñòàòèñòèêà ïîïàäàåò ìåæäó êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè,
òî âîçíèêàåò íåÿñíîñòü, ìîæåò áûòü ìû íåïðàâèëüíî ñïåöèôèöèðîâàëè ìîäåëü è
ïîýòîìó ïûòàåìñÿ ñäåëàòü âûâîä ïî íåïðàâèëüíîìó êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ. Òàê
êàê ó íàñ ñóùåñòâóåò ðàçíîîáðàçèå îñíîâíîé è àëüòåðíàòèâíûõ ãèïîòåç, ò.å. òî÷-
íûõ ñïåöèôèêàöèé DS è TS ïðîöåññà, òî êàê áûòü â ýòîì ñëó÷àå? Ïîíÿòíî, ÷òî
ìîæíî ñäåëàòü ãëîáàëüíûé ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ ìîäåëåé, íî âåäü âûâîä ïî
ðàçíûì ìîäåëÿì ìîæåò áûòü ïðîòèâîðå÷èâûì. È åùå îäèí àñïåêò. Ìû ðàññìîò-

ðåëè ñèòóàöèþ, êîãäà tu  ïîä÷èíÿåòñÿ ñõåìå AR(1), íî ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

ìîæåò îïèñûâàòüñÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ñõåìîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Íà÷íåì

ñ ðàñïðîñòðàíåíèÿ DF-òåñòà íà ïðîöåññû, êîãäà tu  ïîä÷èíÿåòñÿ ARMA áîëåå âû-

ñîêîãî ïîðÿäêà.

крτ N(0,1)
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Äëÿ ïðîñòîòû âûêëàäîê ðàññìîòðèì ïðîöåññ tt ux = , îïóñòèâ áåç ïîòåðè

îáùíîñòè è òðåíä, è ñâîáîäíûé ÷ëåí äëÿ óìåíüøåíèÿ ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê.
Ïóñòü tu  ïîä÷èíÿåòñÿ àâòîðåãðåññèîííîé ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà:

tttt uuu ερρ +⋅+⋅= −− 2211 .

Åñëè ìû õîòèì èñêëþ÷èòü tu , òî äîëæíû âûïèñàòü 1111 −− ⋅=⋅ tt ux ρρ  è

2222 −− =⋅ tt ux ρρ  è çàòåì âû÷åñòü ýòè âûðàæåíèÿ èç èñõîäíîãî. Â ðåçóëüòàòå ïî-

ëó÷èì: tttt xxx ερρ ++= −− 2211 . Ìû âèäèì, ÷òî ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå î âèäå

àâòîðåãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà tu  ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

ïðîöåññ tx  òàêæå ïîä÷èíÿåòñÿ ñõåìå AR(2).

Ïðåæäå âñåãî, íóæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ

1ρ  è 2ρ íóëåâóþ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó DS, ò.å. èìååò åäèíè÷-

íûé êîðåíü. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â îïåðàòîðíîì âèäå: ttxL εαα =−− )1( 2
21 .

×òî çíà÷èò, ÷òî óðàâíåíèå èìååò åäèíè÷íûé êîðåíü? Åñëè ïîäñòàâèòü L=1, ïîëó-

÷àåòñÿ 01 21 =−− αα . Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâàÿ ãèïîòåçà ïðèíèìàåò âèä:

121 =+ ρρ .

Äàëåå âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé 1−tx , ïîëó÷àåì:

tttt xxx ερρ ++−=∆ −− 2211 )1( .

Äîáàâèì è âû÷òåì 12 −txρ  â ïðàâîé ÷àñòè. Ïîëó÷àåì:

tttt xxx ερρρ +∆−−+=∆ −− 12121 )1( .

Òåïåðü íóëåâàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ðÿä ïðèíàäëåæèò òèïó DS èëè ÷òî ó
íåãî åñòü åäèíè÷íûé êîðåíü, ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ðàâåíñòâà íóëþ êîýôôèöèåíòà

0)1( 21 =−+ ρρ . Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü íóëåâóþ ãèïî-

òåçó 01: 210 =−+⇔ ρρDSH . Òî åñòü åñëè ïîñòðîèòü ðåãðåññèþ tx∆  íà 1−tx è

íà ïðèðàùåíèå òîãî æå 1−tx , òî ìîæíî ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðîâåðèòü íóëåâóþ

ãèïîòåçó. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàññ÷èòàòü t-îòíîøåíèå è ñðàâíèòü åãî âåëè÷èíó ñ
òàáëè÷íûì çíà÷åíèåì íóæíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. ×òî èçìåíèëîñü îò òîãî, ÷òî ïðî-
öåññ ïîä÷èíÿåòñÿ ñõåìå AR(2)? Â óðàâíåíèè ïðèáàâèëñÿ ðåãðåññîð, ÿâëÿþùèéñÿ

êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ – ïðèðàùåíèåì 1−∆ tx . À åñëè áû áûëà ìîäåëü AR(3)? Âíîâü

ïðè íàëè÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ ñóììà êîýôôèöèåíòîâ äîëæíà áûòü ðàâíà åäèíè-
öå. Ìû áû ñäåëàëè àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, è â ïðåîáðàçîâàííîì óðàâíåíèè

äîáàâèëîñü áû íîâîå ïðèðàùåíèå 2−∆ tx . Íàëè÷èå ó èññëåäóåìîãî ïðîöåññà MA-

÷àñòè íå âíîñèò íè÷åãî ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî.
Ñëåäîâàòåëüíî, â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå îò-

íîñèòñÿ ê òèïó ARMA(p,q), íóæíî èññëåäîâàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
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∑∑
=

−
=

−− +∆+=∆
q

i
iti

p

i
ititt xwxx

11
1 εδγ .

È åñëè áû ó ïðîöåññà â èñõîäíîì óðàâíåíèè áûë ñâîáîäíûé ÷ëåí è ëèíåéíûé
òðåíä, âèä óðàâíåíèÿ ñîõðàíèëñÿ áû. Òî åñòü îáùàÿ ìîäåëü, êîòîðóþ íàäî îöåíè-
âàòü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðèíèìàåò âèä:

∑∑
=

−
=

−− +∆+++=∆
q

i
iti

p

i
ititt xwxtx

11
1 εδγβα .

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðîöåññ îòíîñèòñÿ ê òèïó DS, ïî ñìûñëó ýêâèâàëåíò-
íà òîìó, ÷òî 0=γ . À àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà, ÷òî ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó TS, îç-

íà÷àåò, ÷òî 0<γ .
Êëþ÷åâîé âîïðîñ: èçìåíèëî ëè äîáàâëåíèå ðåãðåññîðîâ ðàñïðåäåëåíèå t-îò-

íîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà γ ? Ìû óæå âèäåëè, ÷òî äîáàâëåíèå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà
è/èëè ëèíåéíîãî òðåíäà ïðèâîäèëî ê èçìåíåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî êðèòè÷å-
ñêèõ çíà÷åíèé. Îêàçàëîñü, ÷òî íàëè÷èå ïðèðàùåíèé è çàïàçäûâàþùèõ çíà÷åíèé
ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ íå ìåíÿåò ðàñïðåäåëåíèÿ, è ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ òå-
ìè æå òàáëèöàìè Ìàê-Êèííîíà.

Åñëè â ìîäåëè ∑∑
=

−
=

−− +∆+++=∆
q

i
iti

p

i
ititt xwxtx

11
1 εδγβα ïðèñóòñòâóþò è

ñâîáîäíûé ÷ëåí, è òðåíä, òî íóëåâóþ ãèïîòåçó íàäî ïðîâåðÿòü, èñïîëüçóÿ ñòàòè-

ñòèêó ττ , åñëè – òîëüêî ñâîáîäíûé ÷ëåí α , òî ñòàòèñòèêó µτ , åñëè íåò íè òîãî,

íè äðóãîãî, òî íàäî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêó 0τ . Ýòîò òåñò íîñèò íàçâàíèå Aug-

mented Dickey-Fuller test èç-çà òîãî, ÷òî â óðàâíåíèè ïîÿâèëèñü ïðèðàùåíèÿ, è,

êàê ìû òîëüêî ÷òî óêàçàëè, òå æå ñàìûå ñòàòèñòèêè τµ τττ ,,0  «ðàáîòàþò» äëÿ

ýòîé ðàñøèðåííîé ìîäåëè. Ñòàíäàðòíàÿ àááðåâèàòóðà åãî íàçâàíèÿ: ADF-òåñò.
Ïî-ðóññêè íàçâàíèå ýòîãî òåñòà îáû÷íî ïåðåâîäÿò: ðàñøèðåííûé òåñò Äèêêè–
Ôóëëåðà. Íàïîìíèì, ÷òî åãî èñïîëüçîâàíèå îñíîâàíî íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðî-

öåññ tu  ïîä÷èíÿåòñÿ ARMA(p,q), à ýòî çíà÷èò, èìååò ïîñòîÿííóþ äèñïåðñèþ. Âòî-

ðîå ñóùåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû çíàåì òî÷íûå çíà÷åíèÿ p
è q.

Â ADF-òåñòå ìû ïðîâåðÿåì çíà÷èìîñòü òîëüêî îäíîãî åäèíñòâåííîãî êîýô-
ôèöèåíòà. Âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû íàñ ñåé÷àñ íå èíòåðåñóþò, îíè ÿâëÿþòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûìè. Äëÿ ïðèìåíèìîñòè ADF-òåñòà âàæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äèñïåð-

ñèÿ ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ tε  ïîñòîÿííà, ò.å. íàëè÷èå ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè âîç-

ìóùåíèé. Äëÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ðÿäîâ ýòîò âîïðîñ íå ñòîëü âàæåí, à äëÿ ôè-
íàíñîâûõ âàæåí ÷ðåçâû÷àéíî, ïîòîìó ÷òî â íèõ âîëàòèëüíîñòü ÷àñòî ìåíÿåòñÿ è
äèñïåðñèÿ íå âñåãäà ïîñòîÿííà. Â ñëó÷àå ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè âîçìóùåíèé ADF-
òåñò óæå íå ïðèìåíèì.

È âòîðàÿ âàæíàÿ ïðîáëåìà: êàê ïðàâèëî, ìû íå çíàåì çíà÷åíèé p è q. Âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî, ê ñîæàëåíèþ, ADF-òåñò âåñüìà ÷óâñòâèòåëåí ê ïðàâèëüíîìó âûáî-
ðó ïàðàìåòðîâ p è q. Ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïîêàçàëî, ÷òî åñëè
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÷èñëî ïðèðàùåíèé â ADF-òåñòå ñîãëàñîâàíî ñ äëèíîé ðåàëèçàöèè ðÿäà, ðàñïðå-
äåëåíèå t-îòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà γ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Äèêêè–Ôóë-
ëåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ëàãîâ, êîòîðîå íóæíî âêëþ÷àòü â ìîäåëü ïðè
ïðèìåíåíèè ADF-òåñòà, äîëæíî áûòü óâÿçàíî ñ äëèíîé ðåàëèçàöèè.

Äëÿ âûáîðà ÷èñëà ëàãîâ, âêëþ÷àåìûõ ïðè ïðèìåíåíèè ADF-òåñòà, áûëî
ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ýâðèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ, ïðîâåðåííûõ ïðàêòèêîé è ìîäå-
ëèðîâàíèåì Ìîíòå-Êàðëî. Íàïðèìåð, áûëî ïðåäëîæåíî âûáèðàòü êîëè÷åñòâî ëà-

ãîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì [16]: ÷èñëî ëàãîâ âûáèðàåòñÿ ðàâíûì 



 3

1
Т , ãäå [x] îçíà-

÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x. Äëÿ êâàðòàëüíûõ äàííûõ áûëî ïðåäëîæåíî [17] âûáè-

ðàòü ÷èñëî ëàãîâ ïî ôîðìóëå: ( ) 



 4

1

1004 Т , è äëÿ ìåñÿ÷íûõ äàííûõ –

( ) 



 4

1

10012 Т . Íàêîíåö, Äèáîëä è Íåðëîâ ïîêàçàëè [6], ÷òî íà ïðàêòèêå õîðîøî

ðàáîòàåò ïðèáëèæåíèå 



 4

1
Т .

Ïîëó÷àåì ïðîñòîå ïðàâèëî. Â ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ðÿäàõ, åñëè ó âàñ îò 81
äî 256 òî÷åê, òî íóæíî âêëþ÷àòü 3 ëàãà. Åñëè ó âàñ ìåíüøå 81 òî÷êè, òî äâà ëàãà.
Â ðîññèéñêîé ìàêðîýêîíîìèêå äðóãèõ ñëó÷àåâ ó âàñ íå áóäåò. Åñëè âû èìååòå äå-
ëî ñ äàííûìè ïî ôèíàíñîâûì ðÿäàì, òî òàì ìîæåò áûòü äðóãàÿ ñèòóàöèÿ. Èíòå-
ðåñíî, ÷òî ìîùíîñòü êðèòåðèÿ çàâèñèò íå îò ÷èñëà íàáëþäåíèé, ê ÷åìó ìû ïðè-
âûêëè, íî åùå îò «ñïýíà», ò.å. îò îáùåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðÿäà. Ó âàñ åñòü âîç-
ìîæíîñòü âûáîðà. Åñëè åñòü âûáîð: èñïîëüçîâàòü 500 íàáëþäåíèé íà êîðîòêîì
èíòåðâàëå èëè 500 – íà äëèííîì, ëó÷øå áðàòü íà äëèííîì. Ïîïóëÿðíûé ýêîíîìåò-
ðè÷åñêèé ïàêåò Econometric Views âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåêîòîðûé àëãîðèòì âûáîðà
÷èñëà ëàãîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ìíå íå óäàëîñü âûÿñíèòü, êàê èìåííî îí ýòî âûáèðàåò.

Â ëèòåðàòóðå [8] âñòðå÷àåòñÿ åùå îäèí ïðèåì ïî âûáîðó íàäëåæàùåãî ÷èñ-
ëà ëàãîâ ïðè ïðèìåíåíèè ADF-òåñòà. Ïðåäëàãàåòñÿ îñòàâëÿòü òàêîå êîëè÷åñòâî
ëàãîâ, ïðè êîòîðîì âñå îöåíêè ÌÍÊ-êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïðèðàùåíèÿõ áóäóò ñòà-
òèñòè÷åñêè çíà÷èìû ïî îáû÷íîìó t-ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþäåíòà.

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçîâàíèå ðàçíîãî ÷èñëà ëàãîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçíûì
âûâîäàì î òèïå ïðîöåññà. Îáû÷íî ìû ñòàðàåìñÿ ó÷èòûâàòü òðóäíîñòü îäíîçíà÷-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ëàãîâ è äîâåðÿòü ðåçóëüòàòó, êîãäà îí óñòîé÷èâ ê èçìå-
íåíèþ ëàãà, íî â íåêîòîðîì ðàçóìíîì äèàïàçîíå. Òî, ÷òî èíîãäà òðóäíî ðàçëè÷èòü
òèï ðÿäà, TS èëè DS, íå äîëæíî óäèâëÿòü, âåäü åñëè äëÿ ïðîöåññà AR(1)

998,0=ρ , ò.å. áëèçêî ê åäèíèöå, òî íà êîíå÷íûõ îòðåçêàõ î÷åíü òðóäíî îòëè÷èòü
ýòîò ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ îò ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ïàêåò Econometric Views
èùåò ADF-óðàâíåíèå ñ òåì êîëè÷åñòâîì ëàãîâ, êîòîðîå âû åìó óêàæåòå, èëè ïî
óìîë÷àíèþ ïðèìåíÿåò âñòðîåííûé àëãîðèòì.

ADF-òåñò äîïóñêàåò âîçìóùåíèå âîêðóã òðåíäà èëè â îòñóòñòâèè òðåíäà â
âèäå îáùåãî ïðîöåññà ARMA(p,q). Âòîðàÿ âîçìîæíîñòü, êîòîðóþ ñòîèò ðàññìîò-
ðåòü, ýòî âîçìîæíîñòü íàëè÷èÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé

tε . Íàëè÷èå ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè èëè âîëàòèëüíîñòü áîëåå õàðàêòåðíû äëÿ ôè-

íàíñîâûõ ðÿäîâ. Ôèëëèïñ è Ïåððîí ïðåäëîæèëè [14] òàê íàçûâàåìûé íåïàðà-
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ìåòðè÷åñêèé òåñò Ôèëëèïñà–Ïåððîíà (PP-test). Ïðàâäà, ïðàêòèêà åãî ïðèìåíå-
íèÿ ïîêàçàëà åãî ÷ðåçâû÷àéíî ìàëóþ ìîùíîñòü, òàê ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îí
ïî÷òè íå ïðèìåíÿåòñÿ, õîòÿ è âêëþ÷åí â ñîñòàâ ðÿäà ñïåöèàëèçèðîâàííûõ êîì-
ïüþòåðíûõ ïàêåòîâ, â ÷àñòíîñòè â Econometric Views. Òåñò Ôèëëèïñà–Ïåððîíà

èñïîëüçóåò óðàâíåíèå áåç ïðèðàùåíèé, ò.å. â âèäå: ttt xbtx ερµ +++= −1 . Íî â

êà÷åñòâå ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ äîïóñêàåòñÿ ëþáîé ñòàöèîíàðíûé, íî ìîæåò
áûòü ãåòåðîñêåäàñòè÷íûé è àâòîêîððåëèðîâàííûé ïðîöåññ.

Äëÿ ó÷åòà áîëåå îáùåé ñòðóêòóðû ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ â òåñòå Ôèëëèï-
ñà–Ïåððîíà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòàòèñòèêà:
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22 21ˆτσ . Âåñà 
1

1
+

−=
l

jw jl  çäåñü ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû

îáåñïå÷èâàòü ïîëîæèòåëüíîñòü îöåíêè äèñïåðñèè 2ˆ lτσ . Ïàðàìåòð l ìîæíî âûáè-

ðàòü, èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûå ðåêîìåíäàöèè Øâåðòà. Èíòåðåñíî, ÷òî ñòàòè-
ñòèêà Z ïîä÷èíÿåòñÿ òîìó æå ðàñïðåäåëåíèþ Äèêêè–Ôóëëåðà, è ìû ìîæåì âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåìè æå ñàìûìè òàáëèöàìè Ìàê–Êèííîíà.

Ëåêöèÿ ¹ 9

Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå íàëè÷èÿ åäèíè÷íûõ êîðíåé èëè ïîðÿäêà èíòåãðà-
öèè âðåìåííîãî ðÿäà. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ðÿäà òåñòîâ, â
÷àñòíîñòè òåñòà ADF, ïðîöåäóðà èññëåäîâàíèÿ íå òàê ïðîñòà. Åùå ðàç àêêóðàòíî
âûïèøåì, êàêèå ãèïîòåçû ïðîõîäÿò ïðîâåðêó.

Ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó ttt xxHDS ε+=⇒ −10 :  – ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå áåç

äðåéôà, íåñòàöèîíàðíûé ðÿä òèïà I(1);

Ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó ttt xxHTS ερ +=⇒ −11 : ; 1<ρ  – ñòàöèîíàðíûé ðÿä,

ó íåãî äàæå íåò íèêàêîãî òðåíäà, ýòî ñàìûé ïðîñòåéøèé âèä.

Åñëè ttt xx ε+= −1 , òî îáùåå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü

ñëåäóþùèé âèä: ∑
=

+=
t

i
it xx

1
0 ε .

Ó íàñ ìîæåò áûòü è áîëåå ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ê ðÿäó òèïà DS îòíî-

ñèòñÿ ðÿä âèäà: ttt xxH εµ ++= −10 : , ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ äðåéôîì. Äëÿ íåãî

îáùåå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä: ∑
=

++=
t

i
it txx

1
0 εµ . Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðîöåñ-
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ñû ttt xx ερ += −1  è ttt xx εµ ++= −1  âåäóò ñåáÿ î÷åíü ïî-ðàçíîìó è íå ÿâëÿþòñÿ

ðåàëüíûìè àëüòåðíàòèâàìè äðóã äðóãó. Â ñàìîì äåëå, íóëåâàÿ ãèïîòåçà ñîîòâåò-
ñòâóåò íåñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó ñ òðåíäîì, à àëüòåðíàòèâíàÿ – ñòàöèîíàðíîìó
ïðîöåññó ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è áåç òðåíäà. Áîëåå ïîäõîäÿùàÿ

àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà èìååò âèä: tt txH εβα ++=:1 , òàêæå ñîäåðæàùèé ëè-

íåéíûé òðåíä. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àëè ADF-òåñò â ñëåäóþùåì âèäå:

t

p

i
ititt xxtx εδρβα +∆+−++=∆ ∑

=
−−

1
1)1( . Ïîñòðîåíèå òàêîé ðåãðåññèè – ýòî è

åñòü ïðîâåðêà ADF-òåñòà. Ïðè ýòîì ñòàòèñòèêà, êîòîðóþ ìû èñïîëüçóåì äëÿ ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû, – ýòî ñòàíäàðòíîå t-îòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà )1( −ρ , ò.å.

τ
ρ

τ
σ
ρ ~
ˆ

1ˆ −
=t . Ýòà ñòàòèñòèêà èìååò ðàñïðåäåëåíèå, òàáëèöû êîòîðîãî ðàññ÷èòà-

íû Ìàê-Êèííîíîì. Äîïîëíèòåëüíûé ðåãðåññîð tβ  ìåíÿåò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, êîòîðîå ïåðâîíà÷àëüíî áûëî â òåñòå DF. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû íåìíîãî ïî-äðóãîìó, è åãî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

ïîëó÷èëè îáîçíà÷åíèå ττ .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòàòèñòèêà áóäåò ðàçíîé â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâíî β
íóëþ èëè 0≠β . Áîëåå òîãî, ìû çíàåì, ÷òî åñëè è 0=α , òî ðàñïðåäåëåíèå âíîâü

ìåíÿåòñÿ. Åñëè ìû ñòðîèëè óðàâíåíèå ïðè 0=β , ò.å. íå âêëþ÷àëè äîáàâî÷íûé

òðåíäîâûé ðåãðåññîð, êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îáîçíà÷àëèñü µτ . È, íàêîíåö, åñëè

îäíîâðåìåííî è 0=α , è 0=β , ò.å. ìû íå âêëþ÷àåì èõ â êà÷åñòâå ðåãðåññîðîâ â
îöåíèâàåìóþ ìîäåëü, òî òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïîëó÷èëè

îáîçíà÷åíèå 0τ . Ýòî ïðîñòî îäíà èç âîçìîæíûõ ñèñòåì îáîçíà÷åíèé.

Ñëîæèâøàÿñÿ ñèòóàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé ëèíåéíîé ìíîæåñòâåííîé
ðåãðåññèè. Òàì äîáàâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ðåãðåññîðà íå ìåíÿåò ðàñïðåäåëåíèå
èñïîëüçóåìîé t-ñòàòèñòèêè (ëèøü ìåíÿåòñÿ ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû). Òåïåðü ýòî
íå òàê. Ìû çàðàíåå íå çíàåì, êàêèå ðåãðåññîðû íà ñàìîì äåëå âêëþ÷àòü â ìîäåëü,
à êàêèå íåò, è îêàçûâàåìñÿ â äîïîëíèòåëüíî íåîïðåäåëåííîé ñèòóàöèè. Íóæíà
íåêîòîðàÿ ìåòîäèêà ïðèìåíåíèÿ ADF-òåñòà.

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó, ïðåäëîæåííóþ Äîëàäî, Äæåíêèíñîíîì è Ñîñâèëëà-
Ðèâåðî [7]. Íàçíà÷åíèå åå âñå òî æå, ìû õîòèì ðàçäåëèòü ðÿäû òèïà TS è DS, íî
íå çíàåì, íàäî âêëþ÷àòü òðåíäû â ìîäåëü èëè íå íàäî. Íàïîìíèì, ÷òî âîïðîñ çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, êàê ïðèâîäèòü ðÿä ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó: ñ ïîìîùüþ ïîñòðîå-
íèÿ ðåãðåññèè ñ ëèíåéíûì òðåíäîì èëè ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ïåðâûì ðàçíîñòÿì.
Ïðîöåäóðà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.

1. Îöåíèâàåì ADF óðàâíåíèå âèäà:

 t

p

i
ititt xxtx εδρβα +∆+−++=∆ ∑

=
−−

1
1)1( ,

 ò.å. âêëþ÷àåì â íåãî è ñâîáîäíûé ÷ëåí, è ëèíåéíûé òðåíä. Ïðè ýòîì íóëåâàÿ ãè-

ïîòåçà èìååò âèä 1:0 =⇒ ρDSH . Åñëè 1=ρ , òî ðÿä ôàêòè÷åñêè îòíîñèòñÿ ê
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íîâîìó òèïó, êîòîðûé ìû ïî÷òè íå èññëåäîâàëè, â íåì íàëè÷åñòâóþò äâà òèïà òðåíäà.

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû p=0, òîãäà ïîëó÷àåì ïðîöåññ âèäà ttt xtx εβα ++⋅+= −1 . Îí

íà ñàìîì äåëå ñîäåðæèò äâà òðåíäà. Áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûé òðåíä, ñîîòâåòñò-
âóþùèé ðÿäó òèïà TS, äåòåðìèíèðîâàííûì òðåíäîì, à ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ
äðåéôîì – ñòîõàñòè÷åñêèì òðåíäîì, ò.å. ñëó÷àéíî ìåíÿþùèìñÿ òðåíäîì. Ðÿä
íîâîãî òèïà ñîäåðæèò îáà òðåíäà: è ñòîõàñòè÷åñêèé, è äåòåðìèíèðîâàííûé. Îá-
ùåå ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

 ∑∑ +
+

⋅+⋅+=+⋅++= ttt
tttxtxx εβαεβα
2

)1()( 00 .

 Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ñîäåðæèò óæå êâàäðàòè÷íûé òðåíä. Íàïîìíèì, ÷òî

2
)1( +

=∑ ttt , ýòî ïðîñòî àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ñðàâíåíèå âåëè÷èíû t-îò-

íîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà ïðè 1−tx  ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ

Äèêêè–Ôóëëåðà ìîæåò ïðèâåñòè ê äâóì âîçìîæíîñòÿì. È âûâîäû çàâèñÿò îò òî-
ãî, ïîïàäàåì ëè ìû â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü îòâåðæåíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû èëè íå
ïîïàäàåì. Åñëè ìû ïîïàäàåì â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, ò.å. t-îòíîøåíèå (ñ ó÷åòîì

çíàêà) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ττ<t , òîãäà íàø ðÿä íå èìååò åäèíè÷íîãî

êîðíÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ òèïà TS. Åñëè æå ττ>t , òî ïðåæäå ÷åì ñäåëàòü âûâîä î òèïå

ðÿäà, íóæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïðàâèëüíî ëè ìû âêëþ÷èëè â íàøå óðàâíåíèå
ëèíåéíûé òðåíä tβ . Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà âûïîëíåíà è
èíêîðïîðèðóåì ýòó ãèïîòåçó â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àÿ ìîäåëü áåç ðåãðåññî-

ðà 1−tx : t

p

i
itit xtx εδβα +∆++=∆ ∑

=
−

1

.

2. Îöåíèì óðàâíåíèå t

p

i
itit xtx εδβα +∆++=∆ ∑

=
−

1

. Ýòî óðàâíåíèå çàâåäîìî

íå èìååò åäèíè÷íûõ êîðíåé. Ïîýòîìó âîïðîñ î òîì, çíà÷èì èëè íå çíà÷èì ñòàòè-
ñòè÷åñêè êîýôôèöèåíò β , íàêëîí ëèíåéíîãî òðåíäà, ìîæåò áûòü ðåøåí ñòàí-

äàðòíîé t-ñòàòèñòèêîé äëÿ êîýôôèöèåíòà ïðè òðåíäå. Åñëè êîýôôèöèåíò β  íå

çíà÷èì, ò.å. 0=β , òî äåëàåì âûâîä, ÷òî ìû çðÿ âêëþ÷èëè òðåíäîâóþ ïåðåìåí-

íóþ â óðàâíåíèå ADF-òåñòà. Åñëè æå êîýôôèöèåíò β  çíà÷èì, òî íàø âûâîä íà
ïåðâîì øàãå î òîì, ÷òî ðÿä ïðèíàäëåæèò òèïó DS, ïîëó÷èë ïîäòâåðæäåíèå, è
ïðîöåäóðà îêîí÷åíà. Åñëè æå êîýôôèöèåíò β  íå çíà÷èì, òî íàäî ïåðåéòè ê ñëå-
äóþùåìó øàãó.

3. Ïîñêîëüêó ïðàâîìåðíîñòü âêëþ÷åíèÿ ëèíåéíîãî òðåíäà â ñïåöèôèêàöèþ
ADF-òåñòà íå ïîäòâåðäèëàñü, ïåðåõîäèì ê ADF-òåñòó áåç òðåíäà, ò.å. îöåíèâàåì

ðåãðåññèþ t

p

i
ititt xxx εδρα +∆+−+=∆ ∑

=
−−

1
1)1( . Ðàññ÷èòûâàåì îïÿòü t-ñòàòèñòèêó

äëÿ êîýôôèöèåíòà ïðè ðåãðåññîðå 1−tx , íî òåïåðü åå íóæíî ñðàâíèâàòü ñ µτ , ïî-
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òîìó ÷òî àíàëèçèðóåòñÿ óæå äðóãîå óðàâíåíèå. Åñëè µτ<t , òî íàø âûâîä ñîñòîèò

â òîì, ÷òî íåò åäèíè÷íîãî êîðíÿ è íåò ëèíåéíîãî òðåíäà. Åñëè ττ>t , òî ìû íà÷è-

íàåì ïðîâåðÿòü ïðàâîìåðíîñòü âêëþ÷åíèÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà α  â ñïåöèôèêàöèþ

ADF-òåñòà. Ñòðîèì ðåãðåññèþ t

p

i
itit xx εδα +∆+=∆ ∑

=
−

1

 è ïðîâåðÿåì çíà÷èìîñòü

ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ïî îáû÷íîé t-ñòàòèñòèêå è ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþäåíòà. ×àñòî
äëèíà ðåàëèçàöèè ñîñòàâëÿåò 70–80, òîãäà ìîæíî ïðîâåðÿòü ãèïîòåçó ïî íîð-
ìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Åñëè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî α  íå çíà÷èìî, òî íå äîëæíû åãî
âêëþ÷àòü â óðàâíåíèå äëÿ ADF òåñòà. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíèâàåì ðåãðåññèþ

t

p

i
ititt xxx εδρ +∆+−=∆ ∑

=
−−

1
1)1( . Äëÿ ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòåçû î ñòàöèîíàðíî-

ñòè èñïîëüçóåì êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ 0τ .

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ýòîé ïðîöåäóðû ïðèìåðîì ðàíåå ðàññìàòðè-
âàåìîãî íàìè ðÿäà èíäåêñà äåëîâîé àêòèâíîñòè äëÿ Âåëèêîáðèòàíèè (UK FTA All
Share) [9]. Êîëè÷åñòâî ëàãîâ áûëî âûáðàíî ðàâíûì òðåì.

1. Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ áûëà îöåíåíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü:
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t

t exxtx +∆⋅+−⋅+=∆ ∑
=

−
−

−

3

1)27,2(
1

)29,2()31,2(

ˆ0284,000025,0124,0 δ  (â ñêîáêàõ – t-îòíîøåíèÿ),

 ãäå t-îòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà ïðè 1−tx  ðàâíî –2,27. Ìû äîëæíû ýòî ÷èñëî

ñðàâíèòü ñî çíà÷åíèåì ττ  íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 5%. Îíî ðàâíî –3,49. Ìû âèäèì,

÷òî –2,27>–3,49. Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó, êîòîðàÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðÿä ïðèíàäëåæèò ê òèïó DS, ò.å. ÷òî îí èìååò åäèíè÷íûé
êîðåíü.

2. Íà âòîðîì øàãå îöåíèâàåì ðåãðåññèþ âèäà:
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1)18,1()27,0(
ˆ00007,00023,0 ,

 ò.å. èç ÷èñëà ðåãðåññîðîâ óáèðàåì ðåãðåññîð 1−tx . Ìû ñðàâíèâàåì t-ñòàòèñòèêó

êîýôôèöèåíòà ïðè ëèíåéíîì òðåíäå ñ òàáëèöàìè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò íå çíà÷èì, ñëåäîâàòåëüíî, òðåíä áûë âêëþ÷åí íàïðàñíî,
ò.å. åãî âêëþ÷åíèå íå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøèìè ðåàëüíûìè äàííûìè. Ïîýòîìó ïåðå-
õîäèì ê òðåòüåìó øàãó.

3. Îöåíèâàåì ðåãðåññèþ âèäà: t
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1
1

)38,0()63,0(

ˆ00176,00166,0 .

Ñðàâíèâàåì t-îòíîøåíèå ïðè ðåãðåññîðå 1−tx  ñ µτ . Ïîñêîëüêó t-îòíîøåíèå î÷åíü

ìàëåíüêîå, ìû íå ìîæåì îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î íàëè÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ. Íî,
ìîæåò áûòü, ìû çðÿ âêëþ÷èëè ñâîáîäíûé ÷ëåí â íàøó ìîäåëü.
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4. Îöåíèâàåì ìîäåëü t
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1)78,1(
0067,0 . Çäåñü t-ñòàòèñòèêà, ðàâ-

íàÿ 1,78, ïðè ñðàâíåíèè ñ êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíîé ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îêàçûâàåòñÿ çíà÷èìîé íà 5-ïðîöåíòíîì óðîâíå ïî îäíîñòîðîííåìó
êðèòåðèþ. Ðàç êîýôôèöèåíò çíà÷èì, òî êîëè÷åñòâî ëàãîâ âûáðàíî ïðàâèëüíî, ýòà
ìîäåëü ïðàâèëüíî ñïåöèôèöèðîâàíà.

Îáùèé âûâîä ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû Äîëàäî, Äæåíêèíñîíà è Ñîñâèëëà-Ðè-
âåðî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðÿä ñîäåðæèò åäèíè÷íûé êîðåíü, îí îòíîñèòñÿ ê òè-
ïó DS. Òàêæå ïî õîäó åå ïðèìåíåíèÿ âûÿñíèëîñü, ÷òî ðÿä íå ñîäåðæèò ëèíåéíîãî
òðåíäà.

Åñëè áû íà ÷åòâåðòîì øàãå ìû ïðîâåðÿëè íóëåâóþ ãèïîòåçó ïî äâóñòîðîí-
íåìó êðèòåðèþ, òî òîãäà áû äîëæíû áûëè ñêàçàòü, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí íå çíà÷èì,
íî, ñêîðåå âñåãî, ïðèøëè áû ê òîìó æå ñàìîìó âûâîäó î íàëè÷èè åäèíè÷íîãî
êîðíÿ. Íî ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè íå ñîäåðæàëà áû ñâîáîäíûé ÷ëåí.

Ìû âèäèì, ÷òî óñòàíîâëåíèå òèïà íåñòàöèîíàðíîñòè ðÿäà íå ñâîäèòñÿ ê îä-
íîêðàòíîìó ïðèìåíåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî òåñòà. Òðåáóåòñÿ òùàòåëüíîå èññëåäî-
âàíèå ïðàâèëüíîñòè ñïåöèôèêàöèè òåñòîâîé ìîäåëè. Îïèñàííàÿ ìåòîäèêà èññëå-
äîâàíèÿ íàëè÷èÿ åäèíè÷íîãî êîðíÿ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé. Äðóãèå ïîäõîäû
ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Ïàòòåðñîíà [12].

Ó íàñ îñòàëîñü åùå äâà ìîìåíòà, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷åíèåì ìåæäó ðÿäàìè
òèïà DS è TS. Ïåðâûé âîïðîñ ïîñòàâèë Ïåððîí. Ïðàâèëüíî ëè òî, ÷òî ìû ñðàâíè-
âàåì òîëüêî òàêèå ïðîñòûå ìîäåëè, ó êîòîðûõ äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä íà âñåì
âðåìåííîì ïðîìåæóòêå îäèí è òîò æå, â òî âðåìÿ êàê ñòîõàñòè÷åñêèé òðåíä ìå-
íÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Â êà÷åñòâå áîëåå îáùåé àëüòåðíàòèâû Ïåððîí ïðåäëî-
æèë ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ ìîäåëü. Ó ïðîöåññà åñòü ëèíåéíûé òðåíä, íî îí ìî-
æåò ñòðóêòóðíî ìåíÿòüñÿ ïîä âëèÿíèåì êàêèõ-òî øîêîâ, ò.å. äåòåðìèíèðîâàííûé
òðåíä ïðåòåðïåâàåò ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ. Ðÿä ñ òàêèì òðåíäîì êîíå÷íî íåñòà-
öèîíàðíûé, íî îí ðàçáèâàåòñÿ íà äâà âðåìåííûõ ó÷àñòêà, íà êàæäîì èç êîòîðûõ
ðÿä ñòàöèîíàðåí èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, îòíîñèòñÿ ê òèïó TS. Íî ïðîèñõîäèò èç-
ìåíåíèå ïàðàìåòðà, èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ìîäåëè. Èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü òà-
êóþ ñåãìåíòèðîâàííóþ ìîäåëü â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ñòîõàñòè÷åñêîìó òðåíäó.
Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîìåíò òàêîãî ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà èç-
âåñòåí çàðàíåå, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ – íåò, è ÷òî òàêèõ «ïåðåëîìîâ» ìîæåò áûòü,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåñêîëüêî.

È åùå îäèí ìîìåíò. Ìû ãîâîðèëè, ÷òî èùåì åäèíè÷íûé êîðåíü, íî íà ñàìîì
äåëå ïûòàëèñü ðàçëè÷èòü ïðîöåññû òèïà I(0) è I(1). Åñëè ïðîöåññ ñîäåðæèò íå-
ñêîëüêî åäèíè÷íûõ êîðíåé, òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü ïîêà íå ðàññìàòðèâàëàñü. À
âåäü òàêîé ñëó÷àé íå èñêëþ÷åí. Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ïðîöåññû ARIMA(p,d,q) è
ãîâîðèëè, ÷òî ïàðàìåòð d ìîæåò áûòü ëþáûì ÷èñëîì. Õîòÿ â ýêîíîìè÷åñêèõ çà-
äà÷àõ ïàðàìåòð d áîëüøå ÷åì 2 ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àåòñÿ. Íî, ïî êðàéíå ìåðå,
ïðîöåññ ìîæåò ñîäåðæàòü äâà åäèíè÷íûõ êîðíÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ òðåòüÿ
âîçìîæíîñòü: ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó I(2). Êëàññè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà ïðîâåðêè ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ïðîâîäèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî òðåòüÿ âîçìîæíîñòü ôàêòè÷å-
ñêè «îáúåäèíÿåòñÿ» ñ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçîé. Ýòî âåäåò ê óâåëè÷åíèþ îøèáêè
âòîðîãî ðîäà è ïîòåðå ýôôåêòèâíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî òåñòà. Ðàññìîòðèì ýòó
ïðîáëåìó ïîäðîáíåå.
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Â íàèáîëåå îáùåì âèäå ADF-òåñò èìååò âèä:
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Â êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðå ïðîâåðêè ãèïîòåç èùåòñÿ êðèòè÷åñêîå ìíîæåñò-

âî ïðè ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå îøèáêè 1-îãî ðîäà { } α=∈ 0HSxP . Êðèòè÷åñêîå

ìíîæåñòâî ñòðîèòñÿ, ÷òîáû ðàçäåëèòü äâå ãèïîòåçû: îñíîâíóþ è àëüòåðíàòèâíóþ.
Åñòü äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé, êîãäà ìû òî÷íî çíàåì, ÷òî ëèáî d=0, ëèáî d=1. Òî åñòü
ó íàñ ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíî îäèí åäèíè÷íûé êîðåíü. È âòîðàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà
ó íàñ ìîæåò áûòü íè îäíîãî, îäèí èëè äâà åäèíè÷íûõ êîðíÿ. ×òî èç îáùèõ ñîîá-
ðàæåíèé äîëæíî ïðîèçîéòè â ýòîì ñëó÷àå? Â ïåðâîì ñëó÷àå, åñëè íå âåðíà íóëå-
âàÿ ãèïîòåçà, ìû òî÷íî çíàåì, ÷òî d=0. À âî âòîðîì ñëó÷àå, åñëè íå âåðíà íóëå-
âàÿ ãèïîòåçà, òî ëèáî d=0, ëèáî d=2. Ïîýòîìó êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äîëæíû èç-
ìåíèòüñÿ, ó íàñ áóäåò äðóãàÿ ñòðóêòóðà êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà. Ôàêòè÷åñêè,
êîãäà ñòðîèëñÿ ADF-òåñò, ìû ïðîâåðÿëè íåñêîëüêî èíóþ ãèïîòåçó, ÷òî ïàðàìåòð
d íå áîëüøå åäèíèöû. À àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà, ÷òî íåò íè îäíîãî åäèíè÷íîãî
êîðíÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ìû õîòèì ïðîâåðèòü, èìååò ëè ïðîöåññ tx  äâà åäèíè÷íûõ

êîðíÿ. Åñòåñòâåííûì ïóòåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå ADF-òåñòà.

Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà ADF-òåñòà íå îòâåðãàåòñÿ, íàäî ðàññìîòðåòü ðÿä tx∆  è

èññëåäîâàòü åãî íà íàëè÷èå åäèíè÷íîãî êîðíÿ. Íî âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæåò áûòü,
ïðîöåññ ñîäåðæèò íå äâà, à òðè èëè ÷åòûðå åäèíè÷íûõ êîðíÿ? Ó íàñ åñòü äâà
êîíêóðèðóþùèõ ðàçóìíûõ ïîäõîäà. Ïåðâûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîäîëæåíèè âûøå
íàìå÷åííîé ïðîöåäóðû. Åñëè îáíàðóæèâàåòñÿ íàëè÷èå åäèíè÷íîãî êîðíÿ, òî òîãäà

áåðåì ïåðâóþ ðàçíîñòü tx∆  è èññëåäóåì, íåò ëè ó ïðåîáðàçîâàííîãî ïðîöåññà

åäèíè÷íîãî êîðíÿ. Åñëè åñòü, òî ïåðåõîäèì êî âòîðîé ðàçíîñòè è âíîâü ïðîâåðÿåì
íàëè÷èå åäèíè÷íîãî êîðíÿ ó ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà. È òàê äàëåå, ïîêà ãèïîòåçà î
íàëè÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ íå áóäåò îòâåðãíóòà. Ïðè ýòîì ïîäõîäå ìû ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðîâåðÿåì ãèïîòåçû î íàëè÷èè âñå áîëüøåãî ÷èñëà åäèíè÷íûõ êîðíåé.

Âòîðîé ðàçóìíûé ïîäõîä ñîñòîèò â ïðîâåðêå ãèïîòåç â îáðàòíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Ñíà÷àëà âûäâèãàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîì ÷èñëå
åäèíè÷íûõ êîðíåé, íàïðèìåð ðàâíîì òðåì. Â ýòîì ñëó÷àå áåðåì âòîðóþ ðàçíîñòü
ïðîöåññà è ïðîâåðÿåì ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä íà íàëè÷èå åäèíè÷íîãî êîðíÿ. Åñëè ó
ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà íåò åäèíè÷íîãî êîðíÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíîñòü íà-
ëè÷èÿ òðåõ åäèíè÷íûõ êîðíåé ó èñõîäíîãî ïðîöåññà èñêëþ÷åíà. Åñëè íåò òðåõ
åäèíè÷íûõ êîðíåé, ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå íà íàëè÷èå äâóõ åäèíè÷íûõ êîðíåé,
äëÿ ÷åãî ïðîâåðÿåì íàëè÷èå åäèíè÷íîãî êîðíÿ ó ïåðâîé ðàçíîñòè èñõîäíîãî ðÿäà.
Ýòîò ïîäõîä õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîâåðêîé ãèïîòåç î íàëè÷èè âñå
ìåíüøåãî ÷èñëà åäèíè÷íûõ êîðíåé. Íà êàæäîì øàãå îñíîâíàÿ è àëüòåðíàòèâíàÿ
ãèïîòåçû ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Äèêêêè è Ïàíòóëà [5] ïîêàçàëè, èñïîëüçóÿ ìîäåëèðîâàíèå ïî ìåòîäó Ìîí-
òå-Êàðëî, ÷òî âòîðîé ïîäõîä ýôôåêòèâíåå.

Ñõåìà åãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, íàïðèìåð, òðåõ âîçìîæíûõ åäèíè÷íûõ
êîðíåé òàêîâà.

Ïðèìåíÿåì îáû÷íûé ADF-òåñò äëÿ âòîðîé ðàçíîñòè èñõîäíîãî ïðîöåññà, ò.å.
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íóëåâàÿ è àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçû â òåðìèíàõ èñõîäíîãî ïðîöåññà âûãëÿäÿò
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåì t-ñòàòèñòèêó, ñðàâíèâàÿ åå ñ ττ , è òàê äà-

ëåå. Åñëè ïðîöåäóðà Äîëàäî ïðèâåëà ê âûâîäó, ÷òî ïðîöåññ ñîäåðæèò òðè åäè-
íè÷íûõ êîðíÿ, òî ïðîöåäóðà îêîí÷åíà. Åñëè æå ãèïîòåçà î íàëè÷èè òðåõ åäèíè÷-
íûõ êîðíåé îòâåðãàåòñÿ, ïðèìåíÿåì ïðîöåäóðó Äîëàäî ê ïåðâîé ðàçíîñòè èñõîä-
íîãî ïðîöåññà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñðàâíåíèþ ãèïîòåç î íàëè÷èè äâóõ è îäíîãî åäè-
íè÷íîãî êîðíÿ. Åñëè ãèïîòåçà î íàëè÷èè äâóõ åäèíè÷íûõ êîðíåé îòâåðãàåòñÿ, òî
ïåðåõîäèì ê ADF-òåñòó äëÿ èñõîäíîãî ðÿäà.

Ëåêöèÿ ¹ 10

Âåðíåìñÿ ê ïîäõîäó Ïåððîíà, óïîìÿíóòîìó â ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Âñå àëü-
òåðíàòèâû, êîòîðûå ìû äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëè ïðè ðàçëè÷åíèè TS è DS ìî-
äåëåé, èñõîäèëè èç òîãî, ÷òî ïàðàìåòðû, êîòîðûìè ìîäåëè õàðàêòåðèçóþòñÿ, â
÷àñòíîñòè ñâîáîäíûé ÷ëåí è êîýôôèöèåíò ïðè ëèíåéíîì òðåíäå, ñîõðàíÿþòñÿ íå-
èçìåííûìè âñå âðåìÿ íàøèõ íàáëþäåíèé. Îäíàêî èñòîðè÷åñêèå ìàêðîýêîíîìè÷å-
ñêèå ðÿäû ïîäñêàçûâàþò, ÷òî ìîæåò íàáëþäàòüñÿ è äðóãàÿ ñèòóàöèÿ. Òðåíä èëè
ñâîáîäíûé ÷ëåí ìîãóò ñêà÷êîì èçìåíèòü ñâîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå, ðåàãèðóÿ íà
òàê íàçûâàåìûå âíåøíèå øîêè. Òàêèìè âíåøíèìè øîêàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,
âåëèêàÿ äåïðåññèÿ 1929 ã. â ÑØÀ, íåôòÿíîé øîê 1973 ã., à òåïåðü è ðîññèéñêèé
äåôîëò àâãóñòà 1998 ã. Ìîäåëè ñ òàêèìè ñêà÷êîîáðàçíûìè èçìåíåíèÿìè ïàðàìåò-
ðîâ íàçûâàþò ìîäåëÿìè ñî ñòðóêòóðíûìè ñêà÷êàìè (structural breaks). Ïîñêîëüêó
ñòàíäàðòíûé ADF-òåñò íå äîïóñêàåò âîçìîæíîñòè òàêèõ ñòðóêòóðíûõ ñêà÷êîâ,
ñóùåñòâóåò îïàñíîñòü, ÷òî ñêà÷êè áóäóò òðàêòîâàòüñÿ êàê íåñòàöèîíàðíîñòü, è
íóëåâàÿ ãèïîòåçà íå áóäåò îòâåðãíóòà.

Íàì õîòåëîñü áû ðàñøèðèòü íàøå ðàññìîòðåíèå íà åñòåñòâåííûå êëàññû ìî-
äåëåé, êîòîðûå ñîäåðæàò ñêà÷êîîáðàçíûå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì âðåìÿ
ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà ìîæåò áûòü èçâåñòíûì (ýêçîãåííûé ñêà÷îê) èëè íåèçâåñòíûì
(ýíäîãåííûé ñêà÷îê). Íà÷íåì ñ ïðîñòîé ñèòóàöèè, êîãäà èçìåíåíèå ïðîèñõîäèò â
íåêîòîðûé èçâåñòíûé ìîìåíò. Â 1989 ã. Ïåððîí [13] ñóìåë ðàñïðîñòðàíèòü ñõåìó
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èññëåäîâàíèÿ òèïà ðÿäà (TS èëè DS) íà ñëó÷àé ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé. Åñëè
ìîäåëü òèïà TS (àëüòåðíàòèâíàÿ â ADF-òåñòå) âêëþ÷àåò ñâîáîäíûé ÷ëåí è ëè-
íåéíûé òðåíä, òî âíåøíèé øîê ìîæåò âûçâàòü òðè òèïà ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé.
Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò ïðîèçîéòè ñêà÷îê óðîâíÿ, è ëèíèÿ òðåíäà
ïîéäåò äàëüøå ñ òåì æå íàêëîíîì, ò.å. ñ òåì æå òåìïîì ðîñòà. Ìîæåò ïðîèçîéòè
ñêà÷îê íàêëîíà ëèíèè òðåíäà áåç èçìåíåíèÿ óðîâíÿ ðÿäà. À ìîæåò ïðîèçîéòè
ñèòóàöèÿ, êîãäà èçìåíèëñÿ íàêëîí è îäíîâðåìåííî ïðîèçîøåë ñäâèã. Ïðè ýòîì
ñëåäóåò èññëåäîâàòü óæå êóñî÷íî-ëèíåéíûå ìîäåëè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòà ìîäåëü
íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, íî íà êàæäîì èç äâóõ èíòåðâàëîâ îíà ëèíåéíà.

Ïåððîí ñïåöèôèöèðîâàë ìîäåëè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òàêîìó èíòóèòèâ-
íîìó ïîíèìàíèþ òðåõ óêàçàííûõ ñëó÷àåâ äëÿ ñëó÷àÿ ðÿäà òèïà TS. Äëÿ êàæäîãî
òàêîãî ñëó÷àÿ îí âûïèñàë òàêæå àëüòåðíàòèâíóþ ìîäåëü òèïà DS ñ êà÷åñòâåííî
ïîõîæèì ïîâåäåíèåì. Íàïîìíþ, ÷òî â òåñòå Äèêêè–Ôóëëåðà òèï DS ñîîòâåòñòâó-
åò íóëåâîé ãèïîòåçå, à òèï TS ñîîòâåòñòâóåò àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå:

TSH
DSH

:
:

1

0

.

Ïåððîí ðàññìîòðåë 3 òèïà ìîäåëåé: À, Â è Ñ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òðåì
ðàçëè÷íûì òèïàì ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé. Ñâåäåì ýòè ìîäåëè â òàáëèöó.

TSH :1 DSH :0

A ttt DUtx εµµβµ +⋅−+⋅+= )()( 121 ttBtt tdxx εµ +⋅++= − )(1

B ttt DTtx εβββµ +−+⋅+= ∗ ))(( 121 tttt DUxx εµµµ +−++= − ))(( 1211

C

tt

tt

DT
DUtx

εββ

µµβµ

+−+

+−+⋅+=
∗ ))((

))((

12

1211

tt

tBtt

DU
tDdxx
εµµ

µ
+⋅−+

+⋅++= −

)()(
)(

12

11

Ïåðâàÿ ìîäåëü (òèï À) – ýòî ñëó÷àé, êîãäà ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñâîáîä-
íîãî ÷ëåíà ñêà÷êîì â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè tB+1. Ñëåäóÿ Ïåððîíó, ââåäåì

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. tDU )(  – ýòî åäèíûé ñèìâîë, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé

dummy-ïåðåìåííîé, îïðåäåëåííîé êàê: 




≤
>

=
B

B
t tt

tt
DU

,0
,,1

)( . Ýòà dummy-ïåðå-

ìåííàÿ íåñêîëüêî íåïðèâû÷íî îïðåäåëåíà, çíàê «ñòðîãî áîëüøå» îçíà÷àåò ñêà÷îê
â ìîìåíò tB+1. Ïðè÷åì, âèäíî, ÷òî äî ñêà÷êà â ìîäåëè TS «ðàáîòàåò» ñâîáîäíûé

÷ëåí óðîâíÿ 1µ , à ïîñëå ñêà÷êà «ðàáîòàåò» óðîâåíü 2µ . Ýòî ñîâåðøåííî ñòàí-
äàðòíàÿ dummy-ïåðåìåííàÿ.

Äëÿ ýòîãî æå ñëó÷àÿ (òèï À) íóëåâóþ ìîäåëü DS ìîæíî íàïèñàòü â ñëå-

äóþùåì âèäå: ttBtt tdxx εµ +⋅++= − )(1 , ãäå d – ýòî íåêèé êîýôôèöèåíò, è ââå-

äåíà åùå îäíà dummy-ïåðåìåííàÿ 


 +

=
случаяхостальныхв

t
tD B

tB ,0
1,1

)( . Òî åñòü

àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà – ýòî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ äðåéôîì, êàê è ïîëîæåíî.
Äðåéô â ýòîé ìîäåëè ðàâåí µ  âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè, êðîìå ìîìåíòà ñòðóê-
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òóðíîãî ñêà÷êà. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî 1µµ ≠ , ýòî ðàçíûå ïàðàìåòðû. Ýòè ìî-
äåëè, îáå òèïà À, îïèñûâàþò îäíî è òî æå ÿâëåíèå, íî ïî-ðàçíîìó. Îäíà ïðè äå-
òåðìèíèðîâàííîì ñêà÷êå â ñëó÷àéíîì ÷ëåíå, à äðóãàÿ ïðè ñòîõàñòè÷åñêîì.
Dummy-ïåðåìåííàÿ îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó äëÿ îäíîãî åäèíñòâåííîãî íàáëþäåíèÿ.
Åñëè îïèñûâàòü «÷åðíûé âòîðíèê» â Ðîññèè, êîãäà êóðñ äîëëàðà ê ðóáëþ ñêà÷êîì
âîçðîñ, à íà ñëåäóþùèé äåíü âåðíóëñÿ ê ïðàêòè÷åñêè ïðåæíåìó çíà÷åíèþ, òî
ïðèãîäèòñÿ êàê ðàç òàêàÿ ïåðåìåííàÿ.

Âòîðàÿ ìîäåëü (òèï Â) – ýòî èçëîì íàêëîíà ëèíåéíîãî òðåíäà. Åå äåòåð-

ìèíèðîâàííûé âàðèàíò íàì çíàêîì: ttt DTtx εβββµ +−+⋅+= ∗ ))(( 121 .

Ïðè÷åì íîâàÿ dummy-ïåðåìåííàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:





≤
>−

=∗

B

BB
t tt

tttt
DT

,0
,

)( .

Ýòî îáû÷íàÿ ñìåøàííàÿ dummy-ïåðåìåííàÿ, òðåíä ñ íà÷àëîì îòñ÷åòà â ìîìåíò

Bt , óìíîæåííûé íà ðàíåå ââåäåííóþ dummy-ïåðåìåííóþ:

ttB DTDUtt )())(( ∗=− .

Ïðîñòî Ïåððîí ââåë äëÿ íåå ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå.
Ìîäåëü òèïà Â äëÿ ðÿäà DS îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòð äðåéôà èçìåíèëñÿ è

îñòàëñÿ èçìåíåííûì, à â ìîäåëè òèïà À îí èçìåíèëñÿ íà îäèí ïåðèîä è âåðíóëñÿ
ê ñòàðîìó çíà÷åíèþ. Äëÿ ðÿäà DS ìîäåëü òèïà Â îïèñûâàåò ñëó÷àéíîå áëóæäà-

íèå ñ ðàçíûìè äðåéôàìè tttt DUxx εµµµ +−++= − ))(( 1211 .

Òðåòüÿ ìîäåëü (òèï Ñ) – ýòî ñàìûé îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ïðîèñõîäÿò îáà
èçìåíåíèÿ, è óðîâíÿ ðÿäà êàê â ìîäåëè òèïà À, è íàêëîíà òðåíäà êàê â ìîäåëè
òèïà Â.

Èñïîëüçóÿ ìîäåëèðîâàíèå ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî, Ïåððîí ïîêàçàë, ÷òî åñëè
äàííûå ñãåíåðèðîâàíû îäíîé èç ìîäåëåé èç ëåâîãî ñòîëáöà, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññîì

òèïà TS, òî ÌÍÊ-îöåíêà êîýôôèöèåíòà γ̂  â ðåãðåññèè ttt txx εβγµ +++= −11  âñå

ñèëüíåå ñìåùåíà ê åäèíèöå ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ âåëè÷èíû ñêà÷êà. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ADF-òåñò áóäåò îøèáî÷íî äèàãíîñòèðîâàòü íàëè÷èå åäèíè÷íîãî êîðíÿ, ïîä-
òâåðæäàÿ ðàíåå âûñêàçàííîå îïàñåíèå. Ïîñêîëüêó ñìåùåíèå íå èñ÷åçàåò ïðè óâå-
ëè÷åíèè äëèíû ðÿäà, ãîâîðÿò, ÷òî ADF-òåñò íåñîñòîÿòåëåí ïðè ñòðóêòóðíîì
ñêà÷êå òðåíäà. Äëÿ ìîäåëè òèïà À, êîãäà ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ñêà÷îê ñâîáîäíîãî
÷ëåíà, ADF-òåñò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîñòîÿòåëåí (ïî ðåçóëüòàòàì Ïåððîíà), íî èìååò
íèçêóþ ìîùíîñòü. Ýòîò ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ íåîæèäàííûì, ïîòîìó ÷òî â ñëó÷àå
ïðèñóòñòâèÿ åäèíè÷íîãî êîðíÿ äîáàâêà îäíîãî ðåãðåññîðà, êàê ìû óæå âèäåëè,
÷àñòî ìåíÿåò âûáîðî÷íóþ ñòàòèñòèêó, íàâåðíî è çäåñü òàê.

Ïåððîí ïðåäëîæèë îáîáùåíèå ñòðàòåãèè òåñòèðîâàíèÿ íà íàëè÷èå åäèíè÷-
íîãî êîðíÿ ïðèìåíèòåëüíî ê âîçìîæíîìó ïðèñóòñòâèþ ñòðóêòóðíûõ ñêà÷êîâ. Íà
ïåðâîì øàãå ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû èñõîäíûé ðÿä «î÷èùàåòñÿ» îò òðåíäà ñî
ñòðóêòóðíûì ñêà÷êîì, äëÿ ÷åãî íàõîäÿòñÿ îñòàòêè ðåãðåññèè èñõîäíîãî ðÿäà íà:

à) êîíñòàíòó, ëèíåéíûé òðåíä è ïåðåìåííóþ tDU )( ;

â) êîíñòàíòó, ëèíåéíûé òðåíä è ïåðåìåííóþ tDT )( ∗ ;
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ñ) êîíñòàíòó, ëèíåéíûé òðåíä, ïåðåìåííóþ tDU )(  è ïåðåìåííóþ tDT )( ∗ ,

äëÿ âûøåóïîìÿíóòûõ ìîäåëåé òèïà A, B è Ñ ñîîòâåòñòâåííî. Ê îñòàòêàì îò ðåã-
ðåññèè ïðèìåíÿåòñÿ òåñò Äèêêè–Ôóëëåðà (íå ðàñøèðåííûé), íî êðèòè÷åñêèå òî÷-
êè ðàñïðåäåëåíèÿ t-îòíîøåíèÿ íå ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè, ðàññ÷èòàííûìè
Ôóëëåðîì. Ïîýòîìó Ïåððîí ðàññ÷èòàë èõ ñàì. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ áîëüøå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ Äèê-
êè–Ôóëëåðà, è çàâèñÿò íå îò äëèíû ðåàëèçàöèè T, à îò ìåñòîðàñïîëîæåíèÿ ìî-
ìåíòà ñêà÷êà îòíîñèòåëüíî äëèíû ðÿäà. Ïîïðîáóéòå âêëþ÷èòü èíòóèòèâíîå ïîíè-
ìàíèå. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî èìååòñÿ äëèííàÿ ñåðèÿ íàáëþäåíèé è ñêà÷îê ïðî-
èçîøåë â ñàìîì åå íà÷àëå, è âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ñêà÷îê ïðîèçîøåë â ñåðåäèíå.
Êàê âû äóìàåòå, êîãäà ëåã÷å îòëè÷èòü, áûë ñêà÷îê èëè íåò? Îòâåò ÿñåí: âî âòî-
ðîì ñëó÷àå. Ôàêòè÷åñêè ìû ñðàâíèâàåì äâå ìîäåëè: íà îäíîì âðåìåííîì èíòåð-
âàëå è íà äðóãîì. Åñëè èíòåðâàë ìàëåíüêèé, ðàçëè÷èå êàê áû íå óñïåëî íàáðàòü
ñèëó, íàì áóäåò ñëîæíî ñðàâíèâàòü. Ïîýòîìó êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ òåñòà Ïåððî-

íà çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ 







T
tB . Ïðè ëþáîì ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ñêà÷êà, êàê

óæå óïîìèíàëîñü, êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè Ïåððîíà ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå áîëüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå äëÿ DF-ðàñïðåäåëåíèÿ. È ñàìûå áîëüøèå

ïî ìîäóëþ êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò 







T
tB = 0,5. Íàïðèìåð, äëÿ óðîâ-

íÿ çíà÷èìîñòè 5% êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå Ïåððîíîì äëÿ ìîäåëè òèïà

À ïðè 







T
tB = 0,5, ñîñòàâèëî –3,76, à ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Äèê-

êè–Ôóëëåðà ñîñòàâëÿåò –3,41.
Ïåððîí ïðèìåíèë ñâîé ïîäõîä ê èñòîðè÷åñêèì ìàêðîýêîíîìè÷åñêèì ðÿäàì

ÑØÀ è âûÿñíèë, ÷òî äîïóùåíèå âîçìîæíîñòè ñòðóêòóðíûõ ñêà÷êîâ èçìåíÿåò ðå-
çóëüòàòû Íåëüñîíà è Ïëîññåðà, óæå íå âñå ðÿäû îòíîñÿòñÿ ê òèïó DS.

Î÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì èçëîæåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
â îòâåò íà âíåøíèé øîê ïðîèñõîäèò ìãíîâåííîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðà (ïàðàìåòðîâ)
ìîäåëè. Áîëåå ðåàëèñòè÷íûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñòåïåííîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ
êàê ðåàêöèÿ íà âíåøíèé øîê. Äðóãèìè ñëîâàìè, èçìåíåíèå èìååò ëàãîâóþ ñòðóê-
òóðó, ìîæåò áûòü, áåñêîíå÷íóþ. Ðåàêöèþ ïåðâîãî òèïà â ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî íà-
çûâàòü àääèòèâíûì âûáðîñîì (additive outlier, AO), à ðåàêöèþ âòîðîãî òèïà –
èííîâàöèîííûì âûáðîñîì (innovation outlier, IO). Â ñâîåé ðàáîòå Ïåððîí ïðåäëî-
æèë äëÿ ñëó÷àÿ èííîâàöèîííîãî âûáðîñà îöåíèòü ðåãðåññèþ (äëÿ íàèáîëåå îáùåãî
ñëó÷àÿ – òèïà C):

t

k

i
ititBtttt xctDdxDTtDUx εγδβθα ∑

=
−− +∆+⋅+++++=

1
1

* )()()( .

Íóëåâîé ãèïîòåçå íàëè÷èÿ åäèíè÷íîãî êîðíÿ ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
0;1 ==== δβθγ , àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå – 0,,;1 ≠< δβθγ . Êðîìå òîãî, ïðè

íóëåâîé ãèïîòåçå ïàðàìåòð d íå äîëæåí áûòü ðàâåí 0, â òî âðåìÿ êàê ïðè àëü-
òåðíàòèâíîé ãèïîòåçå îí äîëæåí áûòü áëèçîê ê 0. Äëÿ òèïîâ B è Ñ ÷èñëî ðåãðåñ-
ñîðîâ ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøàåòñÿ. ×ðåçâû÷àéíî óäîáíûì äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ ïðî-
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öåäóðû Ïåððîíà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííûå
Ïåððîíîì, ÿâëÿþòñÿ îäíèìè è òåìè æå êàê äëÿ àääèòèâíûõ, òàê è äëÿ èííîâàöè-
îííûõ âûáðîñîâ.

Îäíèì èç îáîáùåíèé ïîäõîäà Ïåððîíà áûëî ðàñïðîñòðàíåíèå åãî íà ñëó÷àé
íåñêîëüêèõ ñòðóêòóðíûõ ñêà÷êîâ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ðàïïîïîðò è Ðåéõ-
ëèí [15] ðàññìîòðåëè ñëó÷àé äâóõ ñêà÷êîâ â òðåíäå, à â ðàáîòàõ Áàÿ [1] è Áàÿ ñ
Ïåððîíîì [2] ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ðàñïðîñòðàíåíà íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ñòðóê-
òóðíûõ ñêà÷êîâ. Ââèäó ãðîìîçäêîñòè è íåîáõîäèìîñòè íàáîðà òàáëèö íîâûõ êðèòè-
÷åñêèõ çíà÷åíèé áîëüøîãî ïðèìåíåíèÿ ýòî îáîáùåíèå ïîêà íå íàøëî.

Ñëàáûì ìåñòîì ïîäõîäà Ïåððîíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âðåìÿ
ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà èçâåñòíî çàðàíåå. Çèâîò è Ýíäðþñ [18] ïîêàçàëè, ÷òî ìîìåíò
ñêà÷êà íå ìîæåò áûòü ïðåäîïðåäåëåí çàðàíåå. Îíè ïðåäëîæèëè îáîáùåíèå ïîä-
õîäà Ïåððîíà íà ñëó÷àé ýíäîãåííîãî ñêà÷êà, ò.å. ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà, ìîìåíò êî-
òîðîãî îöåíèâàåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ îöåíêîé êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè. Çèâîò è Ýíä-
ðþñ ïîëàãàþò, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè ââîäèòü ñòðóêòóðíûé ñêà÷îê â íóëåâóþ ìî-
äåëü, è ðàññìàòðèâàþò áîëüøîå ïî âåëè÷èíå èçìåíåíèå óðîâíÿ ïðîñòî êàê îñóùå-
ñòâëåíèå ðåäêîãî ñîáûòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî «õâîñòó» ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó
íóëåâàÿ ãèïîòåçà â èõ ïîäõîäå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ äðåé-
ôîì. Àëüòåðíàòèâíàÿ ìîäåëü èìååò âèä:

t

k

i
ititttt xcxDTtDUx εγλδβθα ∑

=
−− +∆+++++=

1
1

* )()()( ,

ñõîäíûé ñ ïîäõîäîì Ïåððîíà, íî áåç dummy-ïåðåìåííîé tBtD )(  è ñ äîïîëíè-

òåëüíûì ïàðàìåòðîì λ , ðàâíûì îòíîøåíèþ íåèçâåñòíîãî ìîìåíòà ñêà÷êà ê äëè-
íå ðÿäà. Äàëüíåéøåå íàïîìèíàåò ïîèñê íà ðåøåòêå. Ñòðîÿòñÿ àëüòåðíàòèâíûå
ìîäåëè äëÿ âñåâîçìîæíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ñêà÷êà îò t=2 äî t=T–1 è âûáèðàåò-
ñÿ òà èç íèõ, äëÿ êîòîðîé t-îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòà γ  ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå. Íå çàáóäüòå, ýòà âåëè÷èíà îòðèöàòåëüíà.

Ïîñêîëüêó ìîìåíò ñêà÷êà îöåíèâàåòñÿ ïðîöåäóðîé ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïåðå-
áîðà, à íå èçâåñòåí çàðàíåå, êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííûå Ïåððîíîì,
áîëüøå íå ïîäõîäÿò. Çèâîò è Ýíäðþñ, à òàêæå Áàíåðäæè ñ ñîàâòîðàìè [3] ðàññ÷è-
òàëè, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ ýòîãî ïîäõîäà.
Îíè ëåæàò åùå ëåâåå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé Ïåððîíà. Òàê, íàïðèìåð, 5-ïðîöåíò-
íîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå Ïåððîíà äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ =0,5 ñî-
ñòàâëÿåò –4,24, à ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå äëÿ îöåíåííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
ðàâíî –5,08. Ïðèìåíèâ ñâîé ïîäõîä ê âñå òåì æå äàííûì Íåëüñîíà è Ïëîññåðà,
Çèâîò è Ýíäðþñ â ÷åòûðåõ èç äåñÿòè ñëó÷àÿõ óñòàíîâèëè â îòëè÷èå îò Ïåððîíà
íàëè÷èå åäèíè÷íîãî êîðíÿ.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì èíòåðåñíûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýòîé
ìåòîäèêè (ñì. ðèñ. 10.1). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà åãî ó÷àñòîê ñ 1971 ïî 1988 ãã. [9]. Íà
ýòîì ó÷àñòêå ðÿä äåìîíñòðèðóåò íåêîòîðîå ïîäîáèå íàëè÷èÿ ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà.
Åñëè ïðèìåíèòü ê ýòîìó ðÿäó îáû÷íûé ADF-òåñò íà íàëè÷èå åäèíè÷íîãî êîðíÿ,

òî 84,1−=ττ , à ñîîòâåòñòâóþùåå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íà 10-ïðîöåíòíîì óðîâíå

çíà÷èìîñòè ðàâíî –3,15, òàê ÷òî ìû íå ìîæåì îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó î íà-
ëè÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ.
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Ðèñ. 10.1. Ëîãàðèôì ñðåäíåãîäîâûõ çíà÷åíèé èíäåêñà S&P äëÿ ÑØÀ â 1871–1997 ãã.1)

Ñëåäóÿ Ïåððîíó, ïîïðîáóåì âêëþ÷èòü â ðàññìàòðèâàåìûå ãèïîòåçû íàëè÷èå
ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü åãî â 1929 ã. (58-å çíà÷åíèå ðÿäà),
òî, ÷òî â Àìåðèêå íàçûâàþò Great Crash, èëè âåëèêàÿ äåïðåññèÿ. Îòíîøåíèå âðå-
ìåíè ìîìåíòà ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà ê îáùåé äëèíå ðÿäà (118 òî÷åê) ðàâíî ïðèìåðíî
0,5. Îöåíêà ìîäåëè òèïà Ñ äàåò (â ñêîáêàõ – çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíûõ îøèáîê):

1
)092,0(

1
)062,0()185,0()003,0()068,0()0017,0()117,0(..

156,0707,0)(177,0)(011,0)(216,00070,0570,0 −−
∗ ∆++−+−⋅+= tttBtt

es
t xxtDDTDUtx .

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà ïî-ïðåæíåìó èìååò âèä: 0:0 =⇒ γDSH . Óðàâíåíèå ADF-òåñ-

òà çàïèñàíî íå â ñòàíäàðòíîì âèäå. ×òîáû ïðèâåñòè åãî ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, íàäî

âû÷åñòü èç îöåíêè êîýôôèöèåíòà åäèíèöó, ïîýòîìó ïîëó÷àåì: 74,4
062,0

1707,0
−=

−
=t .

Ïÿòèïðîöåíòíîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èç òàáëèö Ïåððîíà äëÿ 2
1==

T
tBλ  ðàâíî

–4,24. Ïîýòîìó íóëåâóþ ãèïîòåçó î íàëè÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ íóæíî îòâåðãíóòü
íà ýòîì óðîâíå çíà÷èìîñòè.

Ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû, êðîìå êîýôôèöèåíòà ïðè dummy-ïåðåìåí-

íîé tBtD )( , ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìû, ïåðåñ÷èòàåì ìîäåëü, èñêëþ÷èâ ýòó ïåðåìåí-

íóþ. Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò àâòîðåãðåññèþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Êàê ìû óæå
âèäåëè ðàíüøå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìîäåëü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå áåç àâòîðåãðåñ-
ñèè, íî ñ àâòîêîððåëÿöèåé âòîðîãî ïîðÿäêà ó ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé. Òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì äëÿ èíòåðïðåòàöèè. Â ðå-
çóëüòàòå, îöåíèâàÿ, ïîëó÷àåì:

                                                          
1) Èñòî÷íèê äàííûõ: ôàéë S&P500 íà ñàéòå

                                  http://www.lboro.ac.uk/departments/ec/cup/

http://www.pdffactory.com


2002 ËÅÊÖÈÎÍÍÛÅ È ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÛ 399

tttes
eDUDTtx +−+⋅+= ∗ )(312,0)(0366,00188,0859,1

)152,0()007,0()0047,0()085,0(..
.

Íàøè îñòàòêè ñòàëè êîððåëèðîâàííûìè, ò.å. tttt ueee +−= −− 2
)094,0(

1
)093,0(

200,0932,0 . Ïðè-

÷åì 1678,0ˆ =uσ . ×òî ìîæíî çàêëþ÷èòü ïî ýòîé ìîäåëè? Äî ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà

íàáëþäàåòñÿ çíà÷èìûé ëèíåéíûé òðåíä, îí ñîîòâåòñòâóåò ïðèðîñòó  èíäåêñà íà
1,88% â ãîä. ×òî ïðîèçîøëî â ìîìåíò ñêà÷êà? Ñ 1930 ã. òåìï ðîñòà èçìåíèëñÿ. Îí
âûðîñ íà 3,66%, è ñòàë 5,55%. Èçìåíåíèå òðåíäà îäíîâðåìåííî ñîïðîâîæäàëîñü
ñêà÷êîì âíèç íà 0,312.

Ê ýòîìó æå ó÷àñòêó ðÿäà áûëà ïðèìåíåíà ìåòîäèêà Çèâîòà è Ýíäðþñà, ò.å.
äîïîëíèòåëüíî îöåíèâàëñÿ ìîìåíò ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà. Â ýòîì ñëó÷àå ñêà÷îê îáíà-
ðóæèëñÿ ñîâñåì â äðóãîé òî÷êå, îí ñîîòâåòñòâóåò 1950 ã. È ìîäåëü ïîñëå îïðåäåëå-
íèÿ âðåìåíè ñêà÷êà ïðèíÿëà âèä: 

ttt
es
t uDUDTtx ++++= ∗ )(377,0)(0391,00193,0871,1

)144,0()0069,0()0024,0()064,0(..

.

Çäåñü tu  òîæå ïîä÷èíÿåòñÿ àâòîðåãðåññèîííîé ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû îïóñêà-

åì ýòî óðàâíåíèå. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè ñêà÷îê ïðîèçîøåë â 1950 ã., è çàòåì òåìï
ðîñòà ñòàë áîëüøå, ÷åì 1,93%, à òî÷íåå âîçðîñ íà 0,0391. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî
ñêà÷îê â ñâîáîäíîì ÷ëåíå òîæå ïîëîæèòåëüíûé.

Äàæå íà ýòîì ïðèìåðå âèäíà âàæíîñòü ó÷åòà ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé: åñëè
íå ó÷èòûâàòü ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà, èññëåäóåìûé ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó DS ñ åäè-
íè÷íûì êîðíåì. Ó÷åò ñòðóêòóðíîãî ñêà÷êà ïîçâîëèë îïèñàòü ðÿä ïðîöåññîì òèïà
TS. Åñëè èñêàòü ïî ôîðìàëüíîé ïðîöåäóðå ïåðèîä ñêà÷êà, òî ìû íàøëè äðóãîå
çíà÷åíèå, ïðè÷åì åãî òðóäíî èíòåðïðåòèðîâàòü. Åñëè íàëîæèòü íà ãðàôèê îáå
ìîäåëè, òî ðàñõîæäåíèå ìåæäó íèìè êà÷åñòâåííî çàìåòíî òîëüêî ìåæäó 1929 è
1950 ãã. Íà ïðîìåæóòêàõ äî è ïîñëå ýòîãî ïåðèîäà ìîäåëè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ
ðÿäîì è ìåæäó ñîáîé. Åñëè ìû çàíèìàåìñÿ ïðîãíîçèðîâàíèåì íà áëèæàéøåå
âðåìÿ, îáå ýòè ìîäåëè ïðèâåäóò ïðèìåðíî ê îäíîìó è òîìó æå, åñëè æå áóäåì
òåìï ðîñòà ýêñòðàïîëèðîâàòü íà äëèòåëüíûé ïåðèîä, òî, êîíå÷íî, ïðèäåì ê ðàç-
íûì ðåçóëüòàòàì.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íîãî ïîäõîäà ïðèìåíèòåëüíî êî âñå-
ìó äèàïàçîíó ñ 1871 ïî 1997 ãã. [10]. Ñòàíäàðòíûé ADF-òåñò íà íàëè÷èå åäèíè÷-
íîãî êîðíÿ òåïåðü äàåò âåëè÷èíó 15,1−=ττ , êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íå èçìåíèëîñü,

òàê ÷òî ïî-ïðåæíåìó ìû íå ìîæåì îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó î íàëè÷èè åäè-
íè÷íîãî êîðíÿ.

Ïðèìåíèâ ïîäõîä Ïåððîíà ñî ñòðóêòóðíûì ñêà÷êîì â 1929 ã., ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ ìîäåëü (â ñêîáêàõ – çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíûõ îøèáîê):

1
)088,0(

1
)058,0()181,0()003,0()065,0()0017,0()089,0(..

128,0731,0)(184,0)(012,0)(235,00066,0334,0 −−
∗ ∆++++−⋅+= tttBtt

es
t xxtDDTDUtx .

Âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìîäåëè (çà èñêëþ÷åíèåì íåçíà÷èìîãî êîýôôèöèåíòà
ïðè dummy-ïåðåìåííîé tBtD )( ) ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèëèñü. Çíà÷åíèå t-îòíîøå-

íèÿ òåïåðü ñîñòàâèëî –4,65, è íóëåâàÿ ãèïîòåçà âíîâü îòâåðãàåòñÿ íà 5-ïðîöåíò-
íîì óðîâíå çíà÷èìîñòè.

Ïåðåñ÷èòàåì ìîäåëü, èñêëþ÷èâ ïåðåìåííóþ tBtD )(  è ïåðåíåñÿ ëàãîâóþ ñòðóê-

òóðó â îñòàòêè. Â ðåçóëüòàòå, îöåíèâàÿ, ïîëó÷àåì:
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tttes
eDUDTtx +−+⋅+= ∗ )(346,0)(0430,00175,0335,1

)156,0()0074,0()0053,0()206,0(..
.

Îñòàòêè îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ 
tttt ueee +−= −− 2

)092,0(
1

)091,0(
177,0945,0 . Ïî-ïðåæíåìó 1678,0ˆ =uσ .

Ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íîé ìîäåëüþ äëÿ 1871–1988 ãã. óâåëè÷åíèå òðåíäà íå-
ñêîëüêî áîëüøå: íå íà 3,66 %, à íà 4,3%. Èçìåíåíèå òðåíäà ïî-ïðåæíåìó ñîïðî-
âîæäàåòñÿ ñêà÷êîì âíèç, íî òåïåðü íà 0,346. Ïî ãðàôèêó ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðè-
÷èíîé ýòèõ èçìåíåíèé â ïàðàìåòðàõ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ áîëåå áûñòðûé ðîñò èíäåê-
ñà â 1989–1997 ãã. Â öåëîì ïîäõîä Ïåððîíà äàë ñîïîñòàâèìûå ðåçóëüòàòû äëÿ
îáîèõ ó÷àñòêîâ.

Ñîâñåì ïî-äðóãîìó îáñòîèò äåëî ñ ìåòîäèêîé Çèâîòà è Ýíäðþñà. Â ýòîì
ñëó÷àå ñêà÷îê îáíàðóæèëñÿ â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé 1931 ã., ÷òî âåñüìà áëèçêî ê
âåëèêîé äåïðåññèè. Ïðè ýòîì íóëåâàÿ ìîäåëü î íàëè÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ ïî-
ïðåæíåìó îòâåðãàåòñÿ. Òàêîå ðàñõîæäåíèå â îöåíêàõ âðåìåíè ñêà÷êà ïðè äîáàâ-
ëåíèè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà òî÷åê ðÿäà ñòàâèò èíòåðåñíûå âîïðîñû î
äîâåðèòåëüíîì èíòåðâàëå ýòîé îöåíêè è î ðîáàñòíîñòè âñåé ïðîöåäóðû Çèâîòà è
Ýíäðþñà, íî îíè âûõîäÿò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.

∗          ∗
∗
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Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ1)

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã.

Ïðîäîëæàåòñÿ ïóáëèêàöèÿ êóðñà «Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ». Â
ýòîì íîìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ñåçîííîñòè â òåðìèíàõ
ìîäåëåé ARIMA, ïîñòðîåíèå àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé ñ ðàñïðåäå-
ëåííûìè ëàãàìè (ADL), ìîäåëè êîððåëÿöèè îøèáêàìè (ECM), ðàçëè÷-
íûå òèïû ýêçîãåííîñòè ïåðåìåííûõ, íà÷àòî ðàññìîòðåíèå ìíîãîìåðíûõ
âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Â ñëåäóþùåì âûïóñêå áóäåò ïðîäîëæåíî ðàññìîòðåíèå ìîäåëåé
ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êîèíòåãðàöèîííûå ðåãðåññèè, òåñ-
òèðîâàíèå êîèíòåãðàöèè.

Ëåêöèÿ 11

Ñåçîííîñòü

Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå äèíàìèêè ýêîíîìè÷åñêèõ âåëè÷èí ÷àñòî äåìîíñòðè-
ðóþò ðåãóëÿðíûå èëè ïî÷òè ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ. Ýòî ÿâëåíèå íîñèò íàçâàíèå
ñåçîííîñòè. Òàê, åñëè ðàññìàòðèâàòü äàííûå îá îáúåìå ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîä-
ñòâà, òî óðîâåíü ïðîèçâîäñòâà â ÿíâàðå èìååò áîëüøóþ ñâÿçü ñ ïðîèçâîäñòâîì â
ïðîøëîãîäíåì ÿíâàðå, ÷åì ñ ïðîèçâîäñòâîì â ïðåäûäóùåì ìåñÿöå – äåêàáðå. Îáû÷íî
â Ðîññèè â ÿíâàðå íàáëþäàåòñÿ ñèëüíîå ïàäåíèå ïðîèçâîäñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ äå-
êàáðåì. Â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ â ëåòíèå ìåñÿöû ïðîèñõîäèò ñíèæåíèå áåçðàáîòèöû
â ñâÿçè ñ ñåçîííûìè ðàáîòàìè. Äàííûå î ðîçíè÷íûõ ïðîäàæàõ îáû÷íî èìåþò çà-
ìåòíûé «âñïëåñê» â äåêàáðå, ÷òî íîñèò íàçâàíèå ðîæäåñòâåíñêîãî ýôôåêòà.

Èç ïðåäûäóùèõ ëåêöèé âèäíî, ÷òî ìîäåëè òèïà ARIMA ïëîõî îïèñûâàþò òà-
êîå ñåçîííîå öèêëè÷åñêîå ïîâåäåíèå äàííûõ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåÿâíî ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ñåçîííîñòü ïðåäâàðèòåëüíî óñòðàíåíà. Â òðàäèöèîííîé ýêîíîìè÷å-
ñêîé ïðàêòèêå òàêîå «äåñåçîíèðîâàíèå» äàííûõ ïîëó÷èëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå. Îä-
íèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî âàì èçâåñòíîå èç êóðñà ýêî-
íîìåòðèêè ïðèìåíåíèå dummy-ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, äëÿ êâàðòàëüíûõ äàííûõ
ñòðîèòñÿ ðåãðåññèÿ íà 4 dummy-ïåðåìåííûå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà 1 â ñîîò-

                                                          
1) Ïîäãîòîâëåíî ïðè ñîäåéñòâèè Íàöèîíàëüíîãî ôîíäà ïîäãîòîâêè êàäðîâ (ÍÔÏÊ) â

ðàìêàõ ïðîãðàììû «Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ïðåïîäàâàíèÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ äèñöèï-
ëèí â âóçàõ».

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã. – ïðîôåññîð, ê. ôèç.-ìàò. í., ïðîðåêòîð ÃÓ–ÂØÝ, çàâ. êàôåäðîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìåòðèêè.
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âåòñòâóþùåì êâàðòàëå è 0 – â îñòàëüíûõ (íå çàáóäåì, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí â ýòîì
ñëó÷àå â ðåãðåññèþ íå âêëþ÷àåòñÿ). Îñòàòêè ýòîé ðåãðåññèè è ÿâëÿþòñÿ äàííûìè
ñ óñòðàíåííîé ñåçîííîñòüþ. Ýòîò ìåòîä ïðåäïîëàãàåò «æåñòêóþ» ñåçîííîñòü ñ íå-
èçìåííîé âåëè÷èíîé âëèÿíèÿ êàæäîãî êâàðòàëà â îòäåëüíîñòè. Äëÿ ìåñÿ÷íûõ äàí-
íûõ ðåãðåññèÿ ñòðîèòñÿ íà 12 dummy-ïåðåìåííûõ, äëÿ ïîëóãîäîâûõ – íà 2 dummy-
ïåðåìåííûå. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò âðåìåííûå îòðåçêè äëèíîé â ÷åòûðå íåäåëè,
òîãäà â òå÷åíèå ãîäà íàñ÷èòûâàåòñÿ 13 ïðîìåæóòêîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, 13 dummy-
ïåðåìåííûõ. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü òàêîé ïîäõîä äåòåðìèíèðîâàííîé
ñåçîííîñòüþ.

Ïðåäïîëîæåíèå î «æåñòêîé» ñåçîííîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëü-
íûì, ïîýòîìó îôèöèàëüíàÿ ñòàòèñòèêà ïðèìåíÿåò áîëåå ñëîæíûå ìåòîäû óñòðà-
íåíèÿ ñåçîííîñòè. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà ïðîãðàììà Õ-11, ðàçðàáî-
òàííàÿ â Àìåðèêàíñêîì áþðî öåíçîâ (US Census Bureau), è åå äàëüíåéøèå ðàçâè-
òèÿ. Ðàçðàáîòàíû è ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå è äðóãèå ìåòîäû. Íà ðèñ. 11.1 ïðè-
âåäåíû îôèöèàëüíûå åæåìåñÿ÷íûå äàííûå Ãîñêîìñòàòà ÐÔ î äèíàìèêå èíäåêñà
ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà â Ðîññèè â ïåðèîä ñ ÿíâàðÿ 1990 ã. ïî àïðåëü 1999 ã.
äî è ïîñëå óñòðàíåíèÿ ñåçîííîñòè [1]. Íà ãðàôèêå õîðîøî âèäíî, ÷òî ñåçîííîñòü â
ýòîì ñëó÷àå íàëîæåíà íà òðåíä, ò.å. äàííûå äåìîíñòðèðóþò îäíîâðåìåííî è öèê-
ëè÷åñêîå ïîâåäåíèå, è òåíäåíöèþ ê ñíèæåíèþ óðîâíÿ.

0
20

40
60
80

100
120

1 9 17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 97 10
5

Сезонная  сост ав ляющая  уст ранена

"Сезонная  сост ав ляющая  не уст ранена"

Ðèñ. 11.1. Äèíàìèêà èíäåêñà ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà â Ðîññèè
ñ ÿíâàðÿ 1990 ã. ïî àïðåëü 1999 ã., %

Ðàññìîòðåííûå äî ñèõ ïîð ìîäåëè âðåìåííîé ñòðóêòóðû ðÿäà íå ïðåäíàçíà-
÷àëèñü äëÿ îïèñàíèÿ èìåííî òàêîãî ïîâåäåíèÿ. Ìû ñòðîèëè àâòîðåãðåññèîííûå ìî-
äåëè, êîãäà òåêóùåå çíà÷åíèå ðÿäà áûëî ñâÿçàíî ñ íåñêîëüêèìè ïðåäûäóùèìè çíà-
÷åíèÿìè. Â ïðèíöèïå, öèêëè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îïèñàòü â òåð-
ìèíàõ ìîäåëåé ARMA, íàëîæèâ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ìî-
äåëè. Íàïðèìåð, åñëè èññëåäóåìûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ êâàðòàëüíûìè, ñåçîííîñòü îç-
íà÷àåò, ÷òî äàííûå I êâàðòàëà òåêóùåãî ãîäà ñèëüíåå ñâÿçàíû ñ äàííûìè I êâàð-
òàëà ïðåäûäóùåãî ãîäà, ÷åì ñ äàííûìè ïðåäûäóùåãî êâàðòàëà. Ðàçóìíî ðàññìàò-
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ðèâàòü ìîäåëü, â êîòîðîé ÿâíî ïðèñóòñòâóåò ñâÿçü òîëüêî ñ äàííûìè îäíîèìåí-

íîãî êâàðòàëà ïðåäûäóùåãî ãîäà, ò.å. ìîäåëü âèäà: ttt xx εϕ += −4 . À äëÿ ìåñÿ÷íûõ

äàííûõ ðàçóìíîé áóäåò ìîäåëü ttt xx ε+Ψ= −12 . Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ñäâèãà, ïî-

ëó÷àåì äëÿ êâàðòàëüíûõ äàííûõ: ttxL εϕ =− )1( 4
, à äëÿ ìåñÿ÷íûõ äàííûõ:

ttxL εϕ =− )1( 12
. Âèäíî, ÷òî ñåçîííîñòü – ýòî ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ARMA. Ïî íàøåé

òåðìèíîëîãèè ýòî ARMA(4,0) èëè AR(4). Íî ó íåãî ïðîìåæóòî÷íûå êîýôôèöèåí-
òû ðàâíû íóëþ.

×òî áóäåò, åñëè â ìîäåëè ñ êâàðòàëüíûìè äàííûìè 1=ϕ ? Ìîäåëü ïðèíè-

ìàåò âèä ttt xx ε+= −4 . Î÷åâèäíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò åäèíè÷-

íûé êîðåíü. Ìîäåëü ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ttxL ε=− )1( 4 . ß äóìàþ, âû ïîìíèòå, ÷òî

(1–L4) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà 4 ñîìíîæèòåëÿ, è L=1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Òðè îñòàëüíûõ
êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî –1 è i± , ãäå

1−=i . Âñå ÷åòûðå êîðíÿ ïî ìîäóëþ ðàâíû 1. Ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå ñîäåðæèò
åäèíè÷íûé êîðåíü â îáû÷íîì ñìûñëå è, êðîìå òîãî, òðè ñåçîííûõ åäèíè÷íûõ êîð-
íÿ [11]. Àíàëîãè÷íî äëÿ ìåñÿ÷íûõ äàííûõ: åñëè 1=Ψ , òî ìîäåëü ïðèíèìàåò âèä

ttxL ε=− )1( 12 . Ðàçóìååòñÿ, çäåñü òîæå åñòü åäèíè÷íûé êîðåíü â îáû÷íîì ñìûñ-

ëå, ò.å. è ýòîò ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó DS.

Ìîäåëü, â êîòîðîé èìååòñÿ òàêîé ÷åòêî âûðàæåííûé ñîìíîæèòåëü )1( 4Lϕ−
èëè )1( 12Lϕ−  ïðèíÿòî íàçûâàòü ñåçîííîé àâòîðåãðåññèåé (SAR). Àíàëîãè÷íî ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü ñåçîííóþ ñõåìó äëÿ ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî, ò.å. ðàññìîòðåòü ìî-
äåëü òèïà SMA, êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü áóäåò äîáàâëåíî ñëàãàåìîå

4−tβε . Ýòà ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíûé âèä îáû÷íîãî ÌÀ(4) èëè

ÌÀ(12) ñ íóëåâûìè ïðîìåæóòî÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îáùàÿ ìîäåëü, îïèñû-
âàþùàÿ ñåçîííîñòü â ïîäõîäå Áîêñà–Äæåíêèíñà, íîñèò íàçâàíèå SARIMA.

Ðàçðàáîòàíà ïðèìåðíî òàêàÿ æå òåîðèÿ è ïðàêòèêà íàõîæäåíèÿ åäèíè÷íûõ
ñåçîííûõ êîðíåé, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ îáû÷íûõ åäèíè÷íûõ êîðíåé. Åñëè TS è DS
ïðîöåññû ìû íàçûâàëè òàêæå ïðîöåññàìè ñ äåòåðìèíèðîâàííûì è ñòîõàñòè÷å-
ñêèì òðåíäîì ñîîòâåòñòâåííî, òî äëÿ îïèñàíèÿ ñåçîííîñòè óïîòðåáëÿåòñÿ àíàëî-
ãè÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Åñëè 1=ϕ , òî ïðèñóòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñåçîííîñòü.
Åñëè 1<ϕ , òî ïðèñóòñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñåçîííîñòü.

Ðàçóìååòñÿ, â îäíîé ìîäåëè ìîæíî áåç áîëüøîãî òðóäà ñî÷åòàòü è ñåçîííóþ
ñîñòàâëÿþùóþ, è îáû÷íóþ ARMA ñõåìó. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ìîäåëü òèïà

SARIMA: ttxLBL ε=− )()1( 4 , ãäå )1()( LLB β−=  (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè â ìîäåëü

íå âêëþ÷åíà ÌÀ ÷àñòü). Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷àåì: ttxLLL εββ =+−− )1( 54

èëè ttttt xxxx εββ +−+= −−− 541 . Òî åñòü èñõîäíàÿ ìîäåëü ïðèâîäèòñÿ ê AR(5), íî

ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû. Îíè âûðàæà-
þòñÿ â òîì, ÷òî âòîðîé è òðåòèé êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ, è â òîì, ÷òî êîýô-
ôèöèåíòû ïåðâîãî è ïÿòîãî ñëàãàåìûõ â ñóììå ðàâíû íóëþ, ò.å. èìåþò ïðîòèâî-
ïîëîæíûå çíàêè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî íåêèé ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî AR(5). Ïðè
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îöåíèâàíèè ìîäåëè äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî ìû óæå çíàåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
êîýôôèöèåíòàìè è áóäåì îöåíèâàòü èìåííî òàêóþ ìîäåëü, à íå îáùóþ, â êîòîðîé
ó íàñ áóäóò ëèøíèå ïåðåìåííûå è ïîíèçèòñÿ òî÷íîñòü îöåíêè íàøèõ êîýôôèöè-

åíòîâ. Ýòó ìîäåëü ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü SAR(4)×AR(1).
Econometric Views ïîçâîëÿåò ëåãêî ñòðîèòü òàêèå ìîäåëè, âû ïðîñòî óêàçû-

âàåòå, ÷òî âàì íàäî äîáàâèòü â ìîäåëü SAR èëè SMA ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè çàäàíèè ïîðÿäêà ñåçîííîñòè íóæíî ó÷èòûâàòü, êàê
îïèñàíà ñòðóêòóðà äàííûõ â áàçå EViews. Åñëè äàííûå îïèñàíû êàê íåðåãóëÿð-
íûå, òî ïîðÿäîê ñåçîííîñòè çàäàåòñÿ ÷èñëîì 4, à åñëè âû èõ óæå îïèñàëè êàê
êâàðòàëüíûå, òî ìîæíî çàäàòü SAR(1).

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè â äàííûõ ïðèñóòñòâóåò ñåçîííîñòü, íåëüçÿ îáîéòèñü
ìîäåëüþ ARMA íèçêîãî ïîðÿäêà. Äîïóñòèì, ó âàñ åñòü åæåìåñÿ÷íûå äàííûå çà 4
èëè 5 ëåò. Íàëè÷èå ñåçîííîñòè îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ çíà÷èìàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ
çàâèñèìîñòü îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåñÿöà ïðåäûäóùåãî ãîäà. Âû ìîæåòå ñðàçó ïî-
ñòðîèòü ìîäåëü ïîðÿäêà, ñêàæåì, 15, ò.å. AR(15), íî AR(15) ïðèâåäåò ê óòðàòå 15
ïåðâûõ òî÷åê äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè. Êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ î÷åíü ìíîãî,
îïàñíîñòü ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè âîçðàñòàåò. Ïðè ÿâíîì èñïîëüçîâàíèè ñõåìû
SAR âîçíèêàåò äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, â ìîäåëè îñòàåòñÿ òîëüêî 4 êîýôôèöèåíòà. Êî-
íå÷íî, íåêîòîðîå ÷èñëî íàáëþäåíèé âñå ðàâíî áóäåò ïîòåðÿíî. Íî ÷èñëî êîýôôè-
öèåíòîâ ãîðàçäî ìåíüøå, ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñóùåñòâåííî áîëüøå, çíà÷èò, òî÷-
íîñòü èõ îöåíèâàíèÿ âîçðàñòàåò. Êðîìå òîãî, óìåíüøàåòñÿ îïàñíîñòü ìóëüòèêîë-
ëèíåàðíîñòè.

Åñëè ó÷åò ñåçîííîñòè â òåðìèíàõ ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà íàõîäèò øèðî-
êîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå, òî èññëåäîâàíèå åäèíè÷íûõ ñåçîííûõ êîðíåé íå ñòîëü
ïîïóëÿðíî. Ñðåäè ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå, êðîìå óæå îòìå÷åííîé ñòàòüè Õèëëå-
áåðãà è äðóãèõ, ñòîèò îòìåòèòü ìîíîãðàôèþ Ôðàíñåñà [5].

Àâòîðåãðåññèîííûå ìîäåëè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ëàãàìè

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî îäèí ñëó÷àéíûé ïðîöåññ tX . Ìû èñ-

ñëåäîâàëè åãî íà ñòàöèîíàðíîñòü, ñòðîèëè ìîäåëè ïðîöåññà, ïðîãíîçèðîâàëè áóäó-
ùèå çíà÷åíèÿ ïðîöåññà. Îäíàêî ïðè èçó÷åíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé íàèáîëü-
øèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âçàèìîçàâèñèìîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Òåêóùåå
çíà÷åíèå ýêîíîìè÷åñêîé âåëè÷èíû áóäåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò åå ïðåäûäóùèõ
çíà÷åíèé, íî è îò òåêóùåãî è ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé äðóãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ âåëè-
÷èí. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñðåäè ðåãðåññîðîâ áóäóò ëàãîâûå çíà÷åíèÿ êàê îáúÿñíÿå-
ìîé, òàê è îáúÿñíÿþùèõ âåëè÷èí. Òàêèå ìîäåëè ïðèíÿòî íàçûâàòü àâòîðåãðåññè-
îííûìè ìîäåëÿìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ëàãàìè, ïî-àíãëèéñêè – ADL (auturegres-
sive distributed lag) models. Äðóãîå íàçâàíèå òàêèõ ìîäåëåé – ARMAX íàïîìèíà-
åò îá èõ ñõîäñòâå ñ ìîäåëÿìè ARIMA. Ðåãðåññîð tX  êàê áû çàìåíÿåò ñîáîé áå-

ëûé øóì â ìîäåëè ARIMA. Äëÿ ñëó÷àÿ òîëüêî îäíîé îáúÿñíÿþùåé ýêîíîìè÷å-
ñêîé âåëè÷èíû îáùèé âèä ìîäåëåé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà:

TtXXXXYYYY tqtqtttptpttt ,...2,1,...... 221102211 =++++++++++= −−−−−− εββββαααθ .

Ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå ïî-ïðåæíåìó ïîëàãàåòñÿ áåëûì øóìîì. Èñïîëüçóÿ îïåðà-
òîðíûå ïîëèíîìû, ïîëó÷èì ttqtp XLYL εβθα ++= )()( . Â îòëè÷èå îò ìîäåëè
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ARIMA ìû îòêàçûâàåìñÿ îò íîðìèðóþùåãî óñëîâèÿ 10 ≡β . Ìû áóäåì èñïîëüçî-

âàòü îáîçíà÷åíèÿ ADL(p,q) è ARMAX(p,q), ÷òîáû óêàçàòü êîëè÷åñòâî ëàãîâ íåçà-
âèñèìîé è çàâèñèìîé ïåðåìåííûõ.

Åñëè ïðîöåññ tX  ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå, òî, èñïîëüçóÿ

åãî ðàçëîæåíèå ïî òåîðåìå Âîëüäà, ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåññà tY  â

âèäå ìîäåëè ARMA(p,∞), è ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññà tY  ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

àâòîðåãðåññèîííîé ÷àñòüþ èñõîäíîé ìîäåëè. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ðåãðåññîðà tX
ïðîöåññ tY  ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òàêæå íåñòàöèîíàðíûì. Îòäåëüíîãî ðàññìîò-

ðåíèÿ çàñëóæèâàåò òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îáîèõ ïî-
ëèíîìîâ )(Lpα  è )(Lqβ  èìåþò îäèíàêîâûå êîðíè, ïî ìîäóëþ áîëüøèå åäèíèöû.

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ ñèòóàöèè, êîãäà ðåãðåññîð ñòàöèîíàðåí, è ïîëèíîì

)(Lpα íå èìååò êîðíåé âíå èëè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

ïåðåïèñàòü ìîäåëü â âèäå: tptqppt LXLLLY εαβαθα 111 )()()()( −−− ++= , ò.å. ñòà-

öèîíàðíàÿ ADL ìîäåëü ïðåäñòàâèìà â âèäå ìîäåëè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ëàãàìè
áåç àâòîðåãðåññèîííîé ÷àñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåêóùåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû tY
çàâèñèò îò òåêóùåãî è âñåõ ïðåäøåñòâîâàâøèõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû tX  èëè ÷òî

òåêóùåå çíà÷åíèå tX  âëèÿåò íà òåêóùåå è âñå ïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû

tY . Äðóãèìè ñëîâàìè, òåêóùåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû tY  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóì-

ìû äèíàìè÷åñêèõ îòêëèêîâ íà èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû tX . Êîýôôèöèåíò âëèÿíèÿ

çíà÷åíèÿ tX  íà âåëè÷èíó ktY + ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ 
X

Y kt

∂
∂ + ,

êîòîðóþ ìîæíî âûðàçèòü êàê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé îò îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ:


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β

 ïðè L=0.

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà k ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî ìãíîâåííûé, êðàòêî-
ñðî÷íûé, ñðåäíåñðî÷íûé è äîëãîñðî÷íûé îòêëèêè. Äëÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ è ìî-
íåòàðíûõ ìîäåëåé, âûðàæåííûõ â óðîâíÿõ âåëè÷èí, ýòè îòêëèêè ïðèíÿòî íàçû-
âàòü ñîîòâåòñòâóþùèìè ìóëüòèïëèêàòîðàìè, à äëÿ ìîäåëåé, âûðàæåííûõ â ëîãà-
ðèôìàõ âåëè÷èí, – ýëàñòè÷íîñòÿìè. Íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëè ADL(1,1) îòêëèêè âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìîäåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0
2

1110110 ,, βαβαβαββ ++  è ò.ä.

Äîëãîñðî÷íûé îòêëèê îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ îòêëèêîâ.
Èñïîëüçóÿ ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññîâ tX  è tY , äîëãîñðî÷íûé îòêëèê ìîæíî íàé-

òè, ïðîñòî âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò îáåèõ ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñòàòè÷åñêîãî èëè äîëãîñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ.
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ãäå ÷åðåç Y  è X  îáîçíà÷åíû ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí.

Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà äîëãîñðî÷íîãî è êðàòêîñðî÷íîãî ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷å-
ñêîãî ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæåííîãî ADL ìîäåëüþ, óäîáíî ïðîâåñòè ïåðåïàðàìåòðè-
çàöèþ ìîäåëè. Íà÷íåì ñ ìîäåëè ADL(1,1): ttttt XXYY εββαθ ++++= −− 11011 . Çà-

ìåíèâ tY  íà tt YY ∆+−1 , è tX  íà tt XX ∆+−1 , ïîëó÷àåì:

ttttt XYXY εββαβθ +++−−∆+=∆ −− 110110 )()1( .

Ïåðåãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ äàåò:
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Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ADL ìîäåëè íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ êîððåêöèè îøèáêàìè (error
correction model), ñîêðàùåííî – ECM2). Ñìûñë ìîäåëè è íàçâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ
ÿñåí, åñëè îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìîæåò òðàê-
òîâàòüñÿ êàê îòêëîíåíèå îò äîëãîñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t-1. Â
ñàìîì äåëå, äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâåñèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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ïîýòîìó âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî, åñëè çíà÷åíèå 1−tY  ïðå-

âûøàåò ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå 1−tX . Òàêèì îáðàçîì, òåêóùåå

(êðàòêîñðî÷íîå) èçìåíåíèå Y ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå

èç íèõ – ýòî ìãíîâåííûé îòêëèê íà òåêóùåå (êðàòêîñðî÷íîå) èçìåíåíèå X , à

âòîðîå – ïîïðàâêà íà èìåâøåå ìåñòî â ïðåäûäóùèé ìîìåíò îòêëîíåíèå îò äîëãî-
ñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó äëÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà tY  íåîá-

õîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 11 <α , êîýôôèöèåíò ïðè íåâÿçêå îòðèöàòåëüíûé.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå «ïîäòÿãèâàåò» ïðîöåññ tY  ê äîëãîñðî÷íîìó

ñîîòíîøåíèþ ñ ïðîöåññîì tX . Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü êîððåêöèè îøèáêàìè ïî-

çâîëÿåò óäîáíî îáúåäèíèòü â ðàìêàõ îäíîé ìîäåëè êðàòêîñðî÷íóþ è äîëãîñðî÷-
íóþ äèíàìèêó, à åå êîýôôèöèåíòû èìåþò ñîäåðæàòåëüíóþ ýêîíîìè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ.

Â îáùåì ñëó÷àå ìîäåëè ADL(p,q) ìû äîëæíû çàìåíèòü çíà÷åíèÿ ïðîöåññîâ

tY  è tX  â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè íà èõ çíà÷åíèÿ â ìîìåíò t–1 è îòêëîíå-

                                                          
2) Âïåðâûå ââåäåíà â [14].
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íèÿ, íàïðèìåð ttt YYY ∆−= −− 12 , 213 −−− ∆−∆−= tttt YYYY . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

ECM ïðåäñòàâëåíèå:
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i
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i
ititt XYXYXY ε
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
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− ∑∑ 11

1

1

1

1
0 )1(

)1(
)1(

)1( .

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïî-ïðåæíåìó ïðåäñòàâëÿåò êîððåêòèðóþùèé
÷ëåí, «ïîäïðàâëÿþùèé» ëàãîâóþ ñòðóêòóðó îòêëîíåíèÿìè îò äîëãîñðî÷íîãî ðàâ-
íîâåñèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå. Ýòî õîðîøî âèäíî ïîñëå çàìåíû íóëÿìè âñåõ îò-
êëîíåíèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ. Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî
êîýôôèöèåíòû iδ  è iγ , òàêæå êàê è îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ECM ïðåäñòàâëå-

íèÿ, ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé ADL ìîäåëè, ïðè÷åì
ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íåâûðîæäåíî.

Íàèáîëåå îáùàÿ ADL ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ k ðàçëè÷-
íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ äèñöèïëèí â êà÷åñòâå ðåãðåññîðîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü åå
ADL(p,q1,q2,...,qk), à îáùåå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

tktqtqtqtp XLXLXLYL
k

εβββθα +++++= )(...)()()( 21 21
.

Ïðåîáðàçîâàíèå ê ìîäåëè êîððåêöèè îøèáêàìè ïðîâîäèòñÿ â ýòîì ñëó÷àå òî÷íî
òàêæå, êàê è ðàíåå, íî âûðàæåíèå â îáùåì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèì.

Îöåíèâàíèå è äèàãíîñòèêà ADL ìîäåëåé áëèçêè ê ìîäåëÿì ARIMA. Ïîñêîëü-
êó â ìîäåëè îòñóòñòâóåò ëàãîâàÿ ñòðóêòóðà ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ, îñíîâíûì ìå-
òîäîì îöåíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ìû çíàåì, ÷òî ïðè îò-
ñóòñòâèè êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ ðåãðåññîðîâ è ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ ÌÍÊ äàåò
ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè. Ðàçóìååòñÿ, ïåðåä îöåíèâàíèåì ìîäåëè íóæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî âñå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.

Ó íàñ åñòü äâå âîçìîæíîñòè. Ïåðâàÿ: îöåíèòü ADL ìîäåëü, à çàòåì ïåðå-
ñ÷èòàòü ïàðàìåòðû è èõ ñòàíäàðòíûå îøèáêè äëÿ ECM ïðåäñòàâëåíèÿ. Âòîðàÿ:
îöåíèòü ïàðàìåòðû ECM ìîäåëè íåïîñðåäñòâåííî. Ïîñêîëüêó, êàê óæå óïîìèíà-
ëîñü ðàíåå, êîýôôèöèåíòû ADL è ECM ìîäåëåé ñâÿçàíû íåâûðîæäåííûì ëèíåé-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îáà ïóòè äàþò èäåíòè÷íûå ðåçóëüòà-
òû. Ïîýòîìó, âûáîð ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷åé
èññëåäîâàíèÿ, à íå îñîáåííîñòÿìè ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà ëàãîâ äëÿ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ìîäåëü, íåèçáåæíî ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ðÿäà ìîäåëåé è âûáîðîì íàèëó÷øåé èç íèõ. Îáùåïðè-
íÿòîé ñòðàòåãèåé âûáîðà ìîäåëè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä îò îáùåãî ê
÷àñòíîìó (from general to simple), ïðåäëîæåííûé è ðàçâèòûé Äýâèäîì Õåíäðè è åãî
ñîàâòîðàìè [8]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîäõîäîì ìû íà÷èíàåì ïîñòðîåíèå ñ íàèáîëåå
îáùåé ìîäåëè êàê ïî íàáîðó îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ, òàê è ïî êîëè÷åñòâó âêëþ-
÷åííûõ ëàãîâ. Ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîäåëü ïîäâåðãàåòñÿ ðàç-
ëè÷íûì òåñòàì: íà àâòîêîððåëÿöèþ îñòàòêîâ, íîðìàëüíîñòü, ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü è
ò.ä. Åñëè ìîäåëü ïðîõîäèò âñå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû, íà ñëåäóþùåì øàãå èññëåäó-
åòñÿ âîçìîæíîñòü íàëîæåíèÿ ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà åå êîýôôèöèåíòû. Òàêèìè
îãðàíè÷åíèÿìè ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíèå èç ìîäåëè îòäåëüíûõ ïåðåìåííûõ èëè ëàãîâ,
ðàâåíñòâî íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ ìåæäó ñîáîé è ò.ï. Îáû÷íî ïðîâåðÿåìûå îãðà-
íè÷åíèÿ ïîðîæäàþòñÿ êàê ñîäåðæàòåëüíûìè òåîðåòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, òàê è
÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ.
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Ëåêöèÿ 12

Ïðè îöåíèâàíèè ADL ìîäåëåé ñóùåñòâóåò åùå îäíà îñîáåííîñòü, êîòîðóþ
ñëåäóåò èìåòü â âèäó. Âïðî÷åì, îíà ïðèñóòñòâóåò ïðè îöåíèâàíèè ëþáîé ìîäåëè
ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ðåãðåññîðàìè, íî â êóðñå ýêîíîìåòðèêè ìû îñòàâëÿëè åå çà
ðàìêàìè ðàññìîòðåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (èëè ïðîöåñ-
ñîâ) îäíîâðåìåííî, ìû âñåãäà íåÿâíî ïðåäïîëàãàåì ñóùåñòâîâàíèå èõ ñîâìåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê è, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, îãðàíè÷èìñÿ äâó-
ìÿ ïðîöåññàìè: tY  è tX . Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû ñòðîèì ADL ìîäåëü ïðîöåññà tY  îò

îäíîé îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé tX . Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

),( tt XYf , åñëè îíà ñóùåñòâóåò, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

)()(),( ttttt XfXYfXYf =  óñëîâíîé ïëîòíîñòè tY  ïðè óñëîâèè tX  è îäíîìåðíîé

ïëîòíîñòè ïðîöåññà tX . Òàêîå ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ñîâìåñò-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Â òî æå âðåìÿ, òåîðåòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâíîå ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå tttttt dYXYfYXYE )()( ∫= , äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîãî èñ-

ïîëüçóåòñÿ òîëüêî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ôàêòè÷åñêè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåãðåñ-
ñèè íå èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùàÿñÿ â ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëå-
íèè. Âîïðîñ î òîì, â êàêîé ñòåïåíè òàêîé íåïîëíûé ó÷åò èíôîðìàöèè âëèÿåò íà
îöåíèâàíèå ðåãðåññèè, ïðåäñòàâëÿåò î÷åíü èíòåðåñíûé è âàæíûé àñïåêò ñîâðå-
ìåííîãî ýêîíîìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà ty  è tx , îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùåé ìî-

äåëüþ, â êîòîðîé äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïîëîæåíû
ðàâíûìè íóëþ:

ttt xy 1εβ +=

tttt yxx 21211 εαα ++= −− .

Ïóñòü âîçìóùåíèÿ îáðàçóþò äâóìåðíûé íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ε
r

, êàæ-
äàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî íå èìååò àâòîêîððåëÿöèé (ò.å. ÿâëÿåòñÿ áåëûì øóìîì),
íî êîððåëÿöèÿ ìåæäó îäíîâðåìåííûìè çíà÷åíèÿìè âîçìóùåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ,
ìîæåò áûòü íåíóëåâîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî









=

0
0

)(εrE , 







=

2212

1211)cov(
σσ
σσ

εr ,    

2211

12

σσ
σ

ρ = .

Äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå tx  è ty  ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè âåê-

òîðà ε
r

, íî ó íàñ íåò íóæäû âûïèñûâàòü ðàñïðåäåëåíèå â ÿâíîì âèäå. Çàìåòèì,

÷òî ïðîöåññû tx  è ty  î÷åâèäíî àâòîêîððåëèðîâàíû. Ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé ÿâ-

ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðåãðåññèè, è âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, â êàêîé ñòåïåíè ìîæíî
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îöåíèâàòü ýòó çàâèñèìîñòü ty  îò tx , íå ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âòîðîå èç ñîîòíî-

øåíèé. Â ðàíåå ïðèìåíÿâøèõñÿ òåðìèíàõ [10] âîïðîñ çâó÷àë òàê: ÿâëÿåòñÿ ëè tx
ýêçîãåííûì (exogenous) äëÿ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè? Â ñîîòâåòñòâèè æå ñ ñîâðåìåí-
íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè [4] ýòîò âîïðîñ íåäîñòàòî÷íî êîíêðåòåí: ñëåäóåò çàðàíåå
îïðåäåëèòü ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè. Â ýêîíîìåòðèêå ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ
ñèòóàöèåé, êîãäà âûáîð, íàïðèìåð, íàèëó÷øåé ìîäåëè çàâèñåë îò òîãî, êàê ìû
ñîáèðàåìñÿ åå èñïîëüçîâàòü. Ìû ðàçëè÷àëè, â îñíîâíîì, äâà òèïà èñïîëüçîâàíèÿ:
à) äëÿ öåëåé ïðîãíîçèðîâàíèÿ è á) äëÿ èçó÷åíèÿ ìåõàíèçìà ìîäåëè, êîãäà íàñ
èíòåðåñîâàëè ÷èñëåííûå îöåíêè âñåõ èëè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ [4] áóäåì ðàçëè÷àòü ñëåäóþùèå òðè öåëè àíàëèçà ìîäåëåé:

• ñäåëàòü ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû îá îäíîì èëè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðàõ
ìîäåëè (èçó÷èòü ìåõàíèçì ìîäåëè);

• ïðåäñêàçàòü ty  ïðè çàäàííîì tx , (óñëîâíûé ïðîãíîç);

• ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè óðàâíåíèå ðåãðåññèè ñòðóêòóðíî èíâàðèàíòíûì
ïðè èçìåíåíèÿõ îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ tx .

Ñëàáàÿ ýêçîãåííîñòü (weak exogeneity)

Ïóñòü ìû ðàññìàòðèâàåì ðåãðåññèþ íåêîé âåëè÷èíû ty  íà íåñêîëüêî ðåã-

ðåññîðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ
r
 âåêòîð ïàðàìåòðîâ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåëè÷èíû

ty  è ðåãðåññîðîâ, ÷åðåç 1θ
r

 – âåêòîð ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò óñëîâíàÿ

ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ty  ïðè çàäàííûõ ðåãðåññîðàõ, à ÷åðåç 2θ
r

 – âåêòîð ïàðà-

ìåòðîâ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðåãðåññîðîâ.
Íàêîíåö, ïóñòü ïàðàìåòðû, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ìû õîòèì ñäåëàòü ñòàòè-

ñòè÷åñêèå âûâîäû, îáðàçóþò ìíîæåñòâî, çàïèñàííîå â âèäå âåêòîðà α
r

. Ìû ñêà-
æåì, ÷òî íàáîð ðåãðåññîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýêçîãåííûì äëÿ ïàðàìåòðîâ α

r
, åñëè

ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû îá ýòèõ ïàðàìåòðàõ, ñäåëàííûå íà îñíîâàíèè óñëîâíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, ýêâèâàëåíòíû âûâîäàì ïî ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ty  è ðåã-

ðåññîðîâ.
Î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íåçàâèñèìîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâî-

äîâ îò èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â óñëîâíîì ðàñïðåäåëåíèè ðåãðåññîðîâ, ÿâëÿ-

åòñÿ âîçìîæíîñòü âûðàçèòü α
r

 â âèäå ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ 1θ
r

, ò.å. )( 1θαα
rrr

= .

Êðîìå òîãî, íà êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ 1θ
r

 è 2θ
r

 íå äîëæíû áûòü íàëî-

æåíû ñîâìåñòíûå îãðàíè÷åíèÿ íè â âèäå ðàâåíñòâ, íè â âèäå íåðàâåíñòâ. Ýòî îç-

íà÷àåò, ÷òî îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ 1θ
r

 íå çàâèñèò îò òîãî, êà-

êèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ïàðàìåòðû èç ìíîæåñòâà 2θ
r

, è íàîáîðîò. Ýòî ñâîéñòâî

ïî-àíãëèéñêè âûðàæàåòñÿ òåðìèíîì variation-free. Ïî-ðóññêè ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ïðåäëîæåííûé Ý. Á. Åðøîâûì òåðìèí «ñâîáîäíî-âàðüèðóåìûå».
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Ïðîèëëþñòðèðóåì ñâîéñòâî ñëàáîé ýêçîãåííîñòè íà ïðèìåðå âûøåïðèâåäåí-

íîé ìîäåëè. Óìíîæèâ âòîðîå èç óðàâíåíèé íà 
22

12

σ
σ

−  è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå óðàâ-

íåíèÿ, ïîëó÷èì:

tttttt yxxy 2
22

12
11

22

12
21

22

12
1

22

12 )( ε
σ
σ

ε
σ
σ

α
σ
σ

α
σ
σ

β −−−−+= −−
.

Ââåäÿ äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷åíèÿ:

22

12
0 σ

σ
βδ +=

22

12
10 σ

σ
αδ −=

22

12
20 σ

σ
αδ −=

tttu 2
22

12
1 ε

σ
σ

ε −= ,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ìîäåëè: ttttt uyxxy +++= −− 12110 δδδ .

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ tu , êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íîðìàëüíûõ ïðîöåññîâ,

ñàì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Î÷åâèäíî, ÷òî )1()var( 2
11

22

12
11 pu t −=−= σ

σ
σ

σ  è

0),cov(),cov(),cov( 22
22

12
212 =−= ttttttu εε

σ
σ

εεε  ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ 11σ ,

12σ , 22σ  è ρ . Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû tu  è t2ε  – íå-

êîððåëèðîâàíû è, ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìû. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ ïðîöåñ-
ñà ty  ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèåé óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè ttt xy 1εβ += .

Ââåäåííûå ðàíåå âåêòîðû ïàðàìåòðîâ êîíêðåòèçèðóþòñÿ äëÿ äàííîãî ïðè-
ìåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T),,,,,( 22121121 σσσααβφ =
r

T),,,( 2
112101 σδδδθ =

r
, T),,( 22212 σααθ =

r
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð α
r

 ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ïàðàìåòð β , ò.å. íàñ

èíòåðåñóåò òîëüêî êîýôôèöèåíò ðåãðåññèè ty  íà tx . Ïàðàìåòð β  âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ïàðàìåòðû èç ìíîæåñòâ 1θ
r

 è 2θ
r

 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2

2
0

1

1
0 α

δ
δ

α
δ

δβ +=+= .
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Î÷åâèäíî, ÷òî β  íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ôóíêöèè îò ïàðàìåòðîâ,

âõîäÿùèõ òîëüêî â ìíîæåñòâî 1θ
r

. Áîëåå òîãî, ïàðàìåòðû èç ìíîæåñòâ 1θ
r

 è 2θ
r

ñâÿçàíû î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì 2112 δαδα = , ò.å. íå ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíî âàðüè-

ðóåìûìè. Âûâîä î÷åâèäåí: ïåðåìåííàÿ (ðåãðåññîð) tx  íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýêçîãåí-

íîé äëÿ ïàðàìåòðà β .

Íåñêîëüêî èçìåíèì ìîäåëü. Ïóñòü âîçìóùåíèÿ t1ε  è t2ε  áóäóò íåçàâèñè-

ìûìè ( 012 =σ ). Òîãäà

T),,,,,( 22121121 σσσααβφ =
r

T),( 111 σβθ =
r

, T),,( 22212 σααθ =
r

.

Òåïåðü β  ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà 1θ
r

 è, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-

åé îò ñàìîãî ñåáÿ. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàìåòðû ìíîæåñòâ 1θ
r

 è 2θ
r

 ÿâëÿþòñÿ

ñâîáîäíî âàðüèðóåìûìè. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå tx  ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýêçî-

ãåííîé ïåðåìåííîé äëÿ ïàðàìåòðà β .

Êàê åùå îäíó ìîäèôèêàöèþ ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 12σ  âíîâü íå ðàâíî

íóëþ, íî ìû èíòåðåñóåìñÿ äðóãèì ïàðàìåòðîì – 0δ  èç ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíå-

íèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàìåòð 0δ  ïðåäñòàâèì êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðîâ èç ìíîæå-

ñòâà 1θ
r

, íî óñëîâèå ñâîáîäíîé âàðüèðóåìîñòè íå âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-

öåññ tx  íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýêçîãåííûì è äëÿ ïàðàìåòðà 0δ .

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî åñëè ïåðåìåííàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýêçîãåííîé äëÿ
ïàðàìåòðà, òî ýòî åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð íåëüçÿ îöåíèòü. Íàïðèìåð,
ïîïûòêà îöåíèòü ïàðàìåòð β  ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äàåò íåñîñòîÿòåëü-

íóþ îöåíêó, ïîñêîëüêó tx  î÷åâèäíî êîððåëèðóåò ñ t1ε

( 12212 ),cov(),cov( σεεε == ttttx ).

À âîò êîððåëÿöèÿ ïåðåìåííîé tx  ñ âîçìóùåíèåì tu  ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó îöåíêà

ïàðàìåòðà 0δ  ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñîñòîÿòåëüíà. Íî âîò òî÷íîñòü

îöåíêè (åå ýôôåêòèâíîñòü) ñíèæåíà, òàê êàê â ìîäåëü íå èíêîðïîðèðîâàíà îòìå-

÷åííàÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè ìíîæåñòâ 1θ
r

 è 2θ
r

.

Ñèëüíàÿ ýêçîãåííîñòü (strong exogeneity)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [4] ïåðåìåííàÿ tx  íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ýêçîãåííîé äëÿ ïà-

ðàìåòðà β , åñëè îíà ñëàáî ýêçîãåííà äëÿ íåãî, è îáúÿñíÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ ty  íå
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ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïî Ãðýíäæåðó äëÿ ïåðåìåííîé tx . Ïîíÿòèå ïðè÷èííîñòè ïî

Ãðýíäæåðó (Granger causality) áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [6]. Ýòîò òåðìèí ñåãîäíÿ ðàñöå-
íèâàåòñÿ êàê íå î÷åíü óäà÷íûé, ïðåæäå âñåãî èç-çà äîñëîâíîãî ñîâïàäåíèÿ ñ ïðè÷èí-
íî-ñëåäñòâåííûìè îòíîøåíèÿìè â îáû÷íîì ñìûñëå, íî îí óæå ïðî÷íî óêîðåíèëñÿ â
ëèòåðàòóðå. Ëèìåð [12] ïðåäëàãàë áîëåå óäà÷íûé òåðìèí «ïðåäøåñòâîâàíèå»
(precedence), íî â ïðàêòèêå óêîðåíèëàñü èìåííî ïðè÷èííîñòü ïî Ãðýíäæåðó.

Îñíîâíîé ïîñûëêîé Ãðýíäæåðà áûëî òî, ÷òî áóäóùåå íå ìîæåò áûòü ïðè÷è-
íîé íàñòîÿùåãî èëè ïðîøëîãî. Ïîýòîìó, åñëè ñîáûòèå À ïðîèçîøëî ïîñëå ñîáû-
òèÿ Â, òî À îïðåäåëåííî íå ìîæåò áûòü ïðè÷èíîé Â. Íî, êàê çíàåò êàæäûé,
«ïîñëå òîãî íå çíà÷èò âñëåäñòâèå òîãî». Ïðè àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ ÷àñòî õî-
òåëîñü áû çíàòü, ïðåäøåñòâóåò ðÿä tx  ðÿäó ty , èëè ty  ïðåäøåñòâóåò tx , èëè îíè

«îäíîâðåìåííû». Íàïðèìåð, ïðåäøåñòâóåò ñæàòèå äåíåæíîé ìàññû ïàäåíèþ ïðî-
èçâîäñòâà â Ðîññèè 1990-õ ãã., èëè ìåæäó íèìè íåò ñîîòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâà-
íèÿ (ïðè÷èííîñòè ïî Ãðýíäæåðó).

Ïîíÿòèå ïðè÷èííîñòè ïî Ãðýíäæåðó èìååò áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå, ÷åì
òî, â êîòîðîì ìû áóäåì åãî èñïîëüçîâàòü. Ýòî, ñêîðåå, ïîíÿòèå èíôîðìàöèîííîå.
Ñíà÷àëà çàïèøåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðîöåññ tZ ,

íå âàæíî, ìíîãîìåðíûé èëè íåò. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû ðàññ÷èòûâàåì óñëîâíîå

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîãî ïðîöåññà: ( )ttZE Ω+1 , ãäå tΩ  – âñÿ âîçìîæíàÿ

èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò â ìèðå â ìîìåíò t. Ïîòîì èç âñåâîçìîæíîé èí-
ôîðìàöèè, êîòîðàÿ èçâåñòíà ê ìîìåíòó t, óäàëÿåì èíôîðìàöèþ î íåêîòîðîì ïðî-
öåññå tx . Åñëè ïðè ýòîì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà tZ  íå èç-

ìåíèòñÿ, ò.å. åñëè ( ) ( ))(\11 tsxZEZE stttt ≤Ω=Ω ++ , òî tx  íå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé

ïî Ãðåíæåðó äëÿ tZ . Åñëè æå îíè íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ò.å. åñëè èçúÿòèå èí-

ôîðìàöèè îá tx
 
ìåíÿåò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, òî tx

 
ÿâëÿåòñÿ ïðè-

÷èíîé ïî Ãðýíäæåðó äëÿ tZ .

Åñëè tx  – ïðè÷èíà ïî Ãðýíäæåðó äëÿ tZ , òî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó

ýòèìè ïðîöåññàìè åñòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ ñâÿçü. Åäèíñòâåííûé âûâîä ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî óæ åñëè ïåðåìåííàÿ tx  íå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïî Ãðýíäæåðó äëÿ

ïåðåìåííîé tZ , òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ åå ïðè÷èíîé è â îáû÷íîì ñìûñëå. Ãðýíäæåð

[6] ïðåäëîæèë ìåòîä òåñòèðîâàíèÿ ïðè÷èííîñòè ïî Ãðýíäæåðó. Îí ïðåäëîæèë
ïîñòðîèòü ðåãðåññèþ ïðîöåññà tZ  íà åãî ñîáñòâåííûå ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ è íà

ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ ïðîöåññà tx : t

k

i
iti

k

i
itit xZZ εβαα +++= ∑∑

=
−

=
−

11
0 . À ïîñëå

ýòîãî ïðîâåðèòü îáû÷íóþ ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå íóëþ ãðóïïû êîýôôèöèåíòîâ:

0...:
0...:

22
11

10

>++

===

k

k

H
H

ββ

ββ
. Ýòî îáû÷íûé F-òåñò. Êàê îáû÷íî, ñòðîèòñÿ ïîëíîå óðàâíå-

íèå è óêîðî÷åííîå, è ñðàâíèâàþòñÿ îñòàòî÷íûå ñóììû ïî F-ñòàòèñòèêå. Åñëè íó-
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ëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ, òî tx  ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïî Ãðýíäæåðó äëÿ tZ . Åñëè

æå íóëåâàÿ ãèïîòåçà íå îòâåðãàåòñÿ, òî ïðîøëîå ïðîöåññà tx  íå îêàçûâàåò âëèÿ-

íèå íà ïðîöåññ tZ  è íå ÿâëÿåòñÿ åãî ïðè÷èíîé ïî Ãðýíäæåðó.

Ñèìñ â [16] ïðåäëîæèë äðóãîé ïîäõîä: tx  íå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïî Ãðýíä-

æåðó äëÿ ty , åñëè â ðåãðåññèè ty  íà ïðîøëûå, òåêóùèå è ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ

tx  êîýôôèöèåíòû ïðè áóäóùèõ çíà÷åíèÿõ tx  ñîâìåñòíî ðàâíû íóëþ. Äëÿ ïðîâå-

äåíèÿ òåñòà ñòðîèì ðåãðåññèþ

∑
−=

− +=
m

ki
ttit xy εβ 1

è ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó 0H : 0=−iβ  ( =i 1, …, k ) ïðîòèâ åñòåñòâåííîé àëüòåðíàòè-

âû. Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ, òî çíàíèå áóäóùèõ çíà÷åíèé tx  íå ïî-

çâîëÿåò óëó÷øàòü ïðîãíîç ty . Õîòÿ ñ ýêîíîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òåñòû

Ãðýíäæåðà è Ñèìñà íå òîæäåñòâåííû, îíè ïðîâåðÿþò îäíî è òî æå ñâîéñòâî [3].
Îáà òåñòà, âïðî÷åì, âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê ÷èñëó ëàãîâ, âêëþ÷åííûõ â òåñòîâîå
óðàâíåíèå. Èäåéíî òåñòû äîëæíû âêëþ÷àòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ëàãîâ, ò.å. âñþ
ïðåäûñòîðèþ tx . Íî íàñ îãðàíè÷èâàåò äëèíà ðåàëèçàöèè, âî-ïåðâûõ, â êîëè÷åñò-

âå ëàãîâ, êîòîðîå ìîæíî ïðèìåíÿòü, âî-âòîðûõ, ïàäàþùåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáî-
äû òîæå ìîæåò ïîâëèÿòü íà ìîùíîñòü ýòîãî òåñòà. Õîðîøèå ðåêîìåíäàöèè ïî âû-
áîðó ÷èñëà ëàãîâ îòñóòñòâóþò.

Åñëè ãðóïïà ðåãðåññîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ýêçîãåííîé äëÿ ïàðàìåòðà β , òî
ýòîò ïàðàìåòð ìîæíî îöåíèòü èç óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè, èñïîëüçóÿ òîëüêî èíôîð-
ìàöèþ îá óñëîâíîì ðàñïðåäåëåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü
ïðîöåññ ty , îñíîâûâàÿñü íà ïðîãíîçå ïðîöåññà tx  ïî åãî ñîáñòâåííûì ïðîøëûì

çíà÷åíèÿì.

Ñóïåðýêçîãåííîñòü (super exogeneity)

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà ðåãðåññîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðýêçîãåííîé, åñëè èçìåíåíèå
èõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå ìåíÿåò óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáúÿñíÿåìîé
ïåðåìåííîé ty . Ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ òàê íàçûâàåìîé êðèòèêîé Ëóêàñà [13]. Îíà

çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îäíà èç öåëåé ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñî-
ñòîèò â ïðîãíîçèðîâàíèè ýôôåêòà îò èçìåíåíèé ýêçîãåííûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî
ïðè èçìåíåíèè ýòèõ ïåðåìåííûõ ýêîíîìè÷åñêèå àãåíòû âèäÿò, ÷òî ïðîèñõîäÿò
èçìåíåíèÿ, ìåíÿþò ñâîå ïîâåäåíèå è, òåì ñàìûì, ìåíÿþò ïàðàìåòðû ýêîíîìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìîäåëü ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè, ãîâîðèë Ëóêàñ, íå
àäåêâàòíà ðåàëüíûì ýêîíîìè÷åñêèì ñèñòåìàì. Ñâîéñòâî ñóïåðýêçîãåííîñòè âûäå-
ëÿåò ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, ê êîòîðûì êðèòèêà Ëóêàñà íå ïðèìåíèìà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óæå óïîìèíàâøèìñÿ ïîäõîäîì Cowles Foundation [10] ýê-
çîãåííîñòü ïåðåìåííûõ è ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííû-
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ìè íå òåñòèðóþòñÿ, îíè ñïåöèôèöèðóþòñÿ èç ñîäåðæàòåëüíûõ àïðèîðíûõ ñîîá-
ðàæåíèé. Ñîâðåìåííûé æå ïîäõîä [4] ïðåäïîëàãàåò òåñòèðîâàíèå ýêçîãåííîñòè.
Ïî ñàìîìó ñìûñëó ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ ïðîâåðêè, âëèÿåò èëè íåò ó÷åò ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåãðåññîðîâ íà îöåíêè ðåãðåññèè, èñïîëüçóþùèå òîëüêî óñëîâíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, íóæíî ïîñòðîèòü îáå ìîäåëè: ó÷èòûâàþùóþ DGP (Data Generating Proc-
ess) ïîëíîñòüþ è óðàâíåíèå ðåãðåññèè. Íî åñëè ìû â ñîñòîÿíèè ïîñòðîèòü ìîäåëü,
ó÷èòûâàþùóþ DGP ïîëíîñòüþ, òî íåîáõîäèìîñòü â ðåãðåññèè ïðîñòî ïðîïàäàåò.
Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð ñ èññëåäîâàíèåì ñëàáîé ýêçîãåííîñòè ïðîöåññà tx
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà β  ïîêàçûâàåò, ÷òî íàðóøåíèå ýòîãî ñâîéñòâà ñâÿçàíî ñ

íàëè÷èåì ðåãðåññîðà 1−ty  âî âòîðîì èç óðàâíåíèé è ñ íåðàâåíñòâîì íóëþ êîâà-

ðèàöèè 12σ . Ñëåäîâàòåëüíî, íàëè÷èå ñëàáîé ýêçîãåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì îáùåé ìîäåëè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: 00 212 , == ασ .
Ïîýòîìó äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ñëàáîé ýêçîãåííîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
ïðèìåíåíèå òåñòà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïðè êîòîðîì îöåíèâàåòñÿ òîëüêî ìîäåëü
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàðàìåòðû. Òåñò, èñïîëüçóþùèé òåñò ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ñëàáîé ýêçîãåííîñòè, áûë ðàçðàáîòàí Ýíãëîì [4].

Â óñëîâèÿõ íóëåâîé ãèïîòåçû îáà óðàâíåíèÿ äëÿ ty  è äëÿ tx  ìîãóò áûòü

îöåíåíû ÌÍÊ ïî îòäåëüíîñòè. Îáîçíà÷èì îñòàòêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåãðåññèé
÷åðåç ye  è xe , ïðè÷åì â îáå ðåãðåññèè âêëþ÷åíû ñâîáîäíûå ÷ëåíû, åñëè òîëüêî

îíè íå äîëæíû òàì îòñóòñòâîâàòü èç ñîäåðæàòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé. Äàëåå ñòðîèì

ðåãðåññèþ ye  íà êîíñòàíòó, tx  è xe : yte  = a + b tx  + g xte  + tε .

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà ïðèíèìàåò âèä 0:0 =γH , è ïðè óñëîâèè ñïðàâåäëèâîñòè

0H  àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè 2)1( RT −  èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàñïðåäåëåíèå 
2

1χ  ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Çäåñü 2R  – ìíîæåñòâåííûé êîýô-
ôèöèåíò äåòåðìèíàöèè ïîñëåäíåé ðåãðåññèè, à )1( −T  – êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé
ïðè åå îöåíêå.

Àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ 2R
ðåãðåññèè xe  íà êîíñòàíòó, 1−tx , 1−ty  è ye . Ýòîò ïîäõîä òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ òðåõ

ðåãðåññèé. Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîñòðîåíèåì òîëüêî äâóõ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
òåîðåìîé Ôðèøà–Âàó. Â ýòîì âàðèàíòå òåñòà ìû ñòðîèì ðåãðåññèþ ty  íà êîí-

ñòàíòó, tx  è xe , à çàòåì ïðîâåðÿåì çíà÷èìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðè xe  ñ ïîìîùüþ

ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà. Ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ïðå-
äûäóùèì ìîäèôèêàöèÿì. Ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðåãðåññèè tx  íà êîí-

ñòàíòó, 1−tx , 1−ty  è ye  è ïðîâåðêå çíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòà ïðè ye .

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ñèëüíîé ýêçîãåííîñòè ìû òåñòèðóåì ñëàáóþ ýêçîãåííîñòü
è çàòåì ïðè÷èííîñòü ïî Ãðýíäæåðó, êàê ýòî îïèñàíî ðàíåå. Ïðîâåðêà ñóïåðýêçî-
ãåííîñòè ïðîâîäèòñÿ â òðè ýòàïà. Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ ñëàáàÿ ýêçîãåííîñòü. Çà-
òåì ïðîâåðÿåòñÿ ñòàáèëüíîñòü ïàðàìåòðîâ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èç ìíîæåñò-
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âà 1θ
r

. Äëÿ ýòîé öåëè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ââåäåíèå dummy-ïåðåìåííûõ è ïðî-
âåðêà èõ çíà÷èìîñòè, òåñò ×àó è äðóãèå òåñòû.

Åñëè ñòàáèëüíîñòü ïàðàìåòðîâ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óñòàíîâëåíà, òî íà

òðåòüåì ýòàïå ïðîâåðÿåòñÿ ñòàáèëüíîñòü ïàðàìåòðîâ èç ìíîæåñòâà 2θ
r

. Ïðîâåðêó
èìååò ñìûñë ïðîâîäèòü, èñïîëüçóÿ dummy-ïåðåìåííûå. Åñëè ïàðàìåòðû èç ìíî-

æåñòâà 2θ
r

 îêàçûâàþòñÿ ñòàáèëüíûìè, òî èìåþùèåñÿ äàííûå íå äàþò îñíîâàíèé

äëÿ âûâîäà î ñóïåðýêçîãåííîñòè. Åñëè æå íåñòàáèëüíîñòü ïàðàìåòðîâ èç 2θ
r

 óñòà-
íîâëåíà, òî çíà÷èìûå dummy-ïåðåìåííûå äîáàâëÿþòñÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëü-
íûõ ðåãðåññîðîâ â èññëåäóåìóþ ðåãðåññèþ. Åñëè ââåäåííûå dummy-ïåðåìåííûå
îêàçûâàþòñÿ íåçíà÷èìûìè â ñîâîêóïíîñòè, òî ñóïåðýêçîãåííîñòü óñòàíîâëåíà.

Íà äðóãîé èäåå ïðîâåðêè ñëàáîé ýêçîãåííîñòè îñíîâàí òåñò Âó–Õàóñìàíà
[7, 18]. Ïðè îòñóòñòâèè ñëàáîé ýêçîãåííîñòè ðåãðåññîð tx  êîððåëèðîâàí ñî ñëó-

÷àéíûì âîçìóùåíèåì, ïîýòîìó ÌÍÊ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ
ñìåùåííûìè è íåñîñòîÿòåëüíûìè. Ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äàåò ìåòîä èíñòðóìåí-
òàëüíûõ ïåðåìåííûõ (IV), î êîòîðîì ìû ãîâîðèëè â êóðñå ýêîíîìåòðèêè. Íàïîì-
íþ, ÷òî èíñòðóìåíòàëüíîé ïåðåìåííîé (èíñòðóìåíòîì) äëÿ tx  íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ

ïåðåìåííàÿ tz , íåêîððåëèðîâàííàÿ ñî ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèåì, íî êîððåëèðî-

âàííàÿ ñ tx . Òåñò Âó–Õàóñìàíà ñðàâíèâàåò äâå îöåíêè: ìåòîäà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ è ìåòîäà èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå ñëàáîé
ýêçîãåííîñòè îáå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíû è àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ïðè àëü-
òåðíàòèâíîé ãèïîòåçå îöåíêè íå ýêâèâàëåíòíû.

Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà âûáèðàåòñÿ îöåíêà tx  ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå òåñòà Âó–Õàóñìàíà íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå.

ty  = txβ  + t1ε

tx  = 11 −txα  + 12 −tyα  + t2ε

ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Íà ïåðâîì øàãå ñòðîèì ðåãðåññèþ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ âòîðîìó óðàâíåíèþ, è îáîçíà÷èì ÷åðåç tx
∧

 ðàññ÷èòàííûå çíà-

÷åíèÿ tx . Äàëåå îöåíèâàåì ðåãðåññèþ

ty  = txβ  + tx
∧

γ  + tε
è ïðîâåðÿåì çíà÷èìîñòü êîýôôèöèåíòà γ. Â îáùåì ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ðåãðåññî-
ðîâ ñòðîÿòñÿ èíñòðóìåíòû äëÿ êàæäîãî èç íèõ, âñå èíñòðóìåíòû äîáàâëÿþòñÿ â
ðåãðåññèþ, è ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î ñîâìåñòíîé çíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðè
èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà íå îòâåðãàåòñÿ, äåëàåòñÿ
âûâîä î íàëè÷èè ñëàáîé ýêçîãåííîñòè.

Âïðî÷åì, íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðîñòî ïîñòóëèðóþò ñëàáóþ ýêçî-
ãåííîñòü ïåðåìåííûõ, èñõîäÿ èç ñîäåðæàòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî
ñòàöèîíàðíîñòü ïåðåìåííûõ è ñëàáàÿ ýêçîãåííîñòü ðåãðåññîðîâ ïîçâîëÿþò ïîëó-
÷èòü ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ADL ìîäåëåé, è îáû÷íûå ïðîöåäóðû
ïðîâåðêè ãèïîòåç ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè âåðíûìè.
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Ëåêöèÿ 13

Ìíîãîìåðíûå ïðîöåññû

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ìîäåëè, êîòîðûå ñîñòîÿò òîëüêî èç îäíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî âðåìåííûå ðÿäû. Ïðè ýòîì ìû âûáèðàëè îäíó èç ïå-
ðåìåííûõ â êà÷åñòâå ýíäîãåííîé, à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ÿâëÿëèñü ýêçîãåííûìè.
Òàêîå ðàçäåëåíèå íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðè-
âàòü îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé, â êîòîðûå îäíè è òå æå ïåðåìåííûå
âõîäÿò è êàê ýíäîãåííûå, è êàê ýêçîãåííûå. Êàê âèäíî èç ïðîøëîé ëåêöèè, ïåðå-
ìåííàÿ íå âñåãäà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ýêçîãåííàÿ, è ìû ôàêòè÷åñêè
äîëæíû ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü DGP, ñîñòîÿùóþ èç íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé. Ýòî
îçíà÷àåò ìîäåëèðîâàíèå íåñêîëüêèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ îäíîâðåìåííî, äðóãèìè
ñëîâàìè – ìîäåëèðîâàíèå ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé. Ðàññìîòðèì âåêòîð Tk
tttt xxxX ),...,,( 21=

r
, êàæäàÿ

êîìïîíåíòà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âðåìåííûì ðÿäîì. Âåðõíèì èíäåêñîì áóäåì îáî-
çíà÷àòü íîìåð êîìïîíåíòû, à íèæíèì ïî-ïðåæíåìó – ìîìåíò âðåìåíè. Ðàñïðåäå-
ëåíèå êîìïîíåíò õàðàêòåðèçóåòñÿ ñåìåéñòâîì ñîâìåñòíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âèäà: ,...,),,...,,( 212

2

1

1
=nxxxf n

n

i
t

i
t

i
tn . Óñëîâèåì ñòàöèîíàðíîñòè â óçêîì ñìûñëå

ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü îò ñäâèãà âî âðåìåíè âñåãî ñåìåéñòâà ñî-
âìåñòíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîëüêî òåïåðü êðîìå âñåâîçìîæíûõ êîìáè-
íàöèé çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè àðãóìåíòàìè
ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè òàêæå ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå êîìáèíàöèè ðàçëè÷íûõ
êîìïîíåíò â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Íàïðèìåð, äëÿ äâóõìåðíîé ïëîòíîñòè

ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè: ),(),( 21
2

21
2 ττ ++= tttt xxfxxf  äëÿ ëþáîãî τ .

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíò äëÿ îäíîãî è òîãî æå ìîìåíòà âðåìåíè íå
çàâèñèò îò âðåìåíè. Ðàññìîòðèì äðóãóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð
òðåõìåðíóþ, â êîòîðóþ âõîäÿò çíà÷åíèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû â äâà ðàçíûõ ìîìåí-
òà âðåìåíè è âòîðîé êîìïîíåíòû â íåêîòîðûé òðåòèé ìîìåíò âðåìåíè. Ñòàöèî-

íàðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ),,(),,( 211
3

211
3 τττ +++++++ = sthttsthtt xxxfxxxf . Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

ýòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ê ñäâèãó âî âðåìåíè. Òî åñòü, åñëè ê êàæäîìó ìî-
ìåíòó âðåìåíè ïðèáàâèòü âåëè÷èíó τ , òî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íå èçìåíèòñÿ. Ïî-
íÿòíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîñòü ìíîãîìåðíîãî ïðîöåññà âëå÷åò çà ñîáîé ñòàöèîíàðíîñòü
êàæäîé èç åãî êîìïîíåíò.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì ñìûñëå âëå÷åò çà ñîáîé
ðÿä ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ïðåæäå âñåãî, íà÷íåì ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû íå
çàâèñèò îò äðóãèõ êîìïîíåíò. Ïîýòîìó åñëè ìíîãîìåðíûé ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí,
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Âåêòîð

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé 
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ äèñïåðñèåé è àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé. Åñëè îäíîìåðíûé ðÿä ñòà-
öèîíàðåí, åãî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ è àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî

îò ñäâèãà τ : )(),()( τρτ τ i
i
t

i
t xxCorrCorr == + . Îäíàêî òåïåðü ìîæíî ðàññìîòðåòü

âòîðîé ñìåøàííûé ìîìåíò äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò, à òàêæå ),( j
t

i
t xxCorr τ+ . Òà-

êóþ âåëè÷èíó åñòåñòâåííî íàçâàòü êðîññ-êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé. Åñëè êîìïî-
íåíòû îáðàçóþò ìíîãîìåðíûé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, òî êðîññ-êîððåëÿöèÿ áóäåò
ôóíêöèåé ñäâèãà âî âðåìåíè τ . Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ )(τijR . Äîâîëüíî î÷å-

âèäíî, ÷òî )()( ττ −= jiij RR . Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè τ  ýëåìåíòû )(τijR  îá-

ðàçóþò ìàòðèöó R, çàâèñÿùóþ îò τ . Çíà÷åíèþ τ , ðàâíîìó íóëþ, ñîîòâåòñòâóåò

êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà tX
r

.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íàçîâåì ìíîãîìåðíûé ïðîöåññ ñòàöèîíàðíûì â
øèðîêîì ñìûñëå (ñëàáî ñòàöèîíàðíûì), åñëè âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé íå
çàâèñèò îò âðåìåíè, è êðîññ-êîððåëÿöèè ìåæäó ëþáûìè êîìïîíåíòàìè çàâèñÿò
òîëüêî îò ðàçíîñòè âî âðåìåíè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ó ñòàöèîíàðíîãî ìíîãîìåðíîãî
ïðîöåññà êîìïîíåíòû ñòàöèîíàðíû è ñòàöèîíàðíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

Ìîäåëü ìíîãîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà îáû÷íî áóäåò çàäàâàòüñÿ â âèäå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò, ïðè÷åì â âèäå îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ áóäóò
âûñòóïàòü òåêóùèå è ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, âñåõ êîìïîíåíò.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîäåëü áóäåò ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìîé îäíîâðåìåííûõ óðàâíå-
íèé. Îäíîâðåìåííîñòü íå äàåò íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü òàêîé ðàñïðîñòðàíåííûé
ìåòîä, êàê ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíûõ
ìîäåëåé. Ýòà îñîáåííîñòü íå èìååò ñïåöèôèêè âðåìåííûõ ðÿäîâ, à îòíîñèòñÿ
èìåííî ê îöåíêå îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó ñèñòåìû îäíîâðåìåííûõ
óðàâíåíèé íå âõîäèëè åùå â äàííûé êóðñ ýêîíîìåòðèêè, êðàòêî ðàññìîòðèì âîç-
íèêàþùèå òðóäíîñòè.

Ïóñòü çàäàíà ïðîñòàÿ Êåéíñèàíñêàÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêàÿ ìîäåëü íàöèî-
íàëüíîãî äîõîäà, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç äâóõ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:





++=
+=

ttt

ttt

uYC
ZCY
βα

ãäå tY
 
– íàöèîíàëüíûé äîõîä, tC  – ïîòðåáëåíèå, tZ

 
– èíâåñòèöèè è ãîñóäàðñò-

âåííûå ðàñõîäû, à tu  – áåëûé øóì. Ïåðâîå èç óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñ-

ëîâèå ðàâíîâåñèÿ íàöèîíàëüíîãî äîõîäà, à âòîðîå – ôóíêöèþ ïîòðåáëåíèÿ. Êî-
ýôôèöèåíò β  – ïðåäåëüíàÿ ñêëîííîñòü ê ïîòðåáëåíèþ, à êîýôôèöèåíò α  – àâ-
òîíîìíîå ïîòðåáëåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñìûñëîì ñ÷èòàåì ýíäî-
ãåííûìè ïåðåìåííûìè tY  è tC

 
– ÂÂÏ è ïîòðåáëåíèå, à tZ ñ÷èòàåì ýêçîãåííîé

ïåðåìåííîé. Ýòè óðàâíåíèÿ è èõ êîýôôèöèåíòû îòðàæàþò ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë
ñîîòíîøåíèé, â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèÿ çàäàíû â ñòðóêòóðíîé
(structural) ôîðìå. Èíäåêñ t óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ âðåìåí-
íûìè ðÿäàìè, õîòÿ óðàâíåíèÿ è íå ñîäåðæàò ëàãîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïóñòü ñîá-
ðàíû äàííûå î ïîòðåáëåíèè, î ðàñõîäàõ è î íàöèîíàëüíîì äîõîäå. Ìîæíî ëè, îò-
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âëåêàÿñü îò ïðîáëåìû ýêçîãåííîñòè, îöåíèòü ôóíêöèþ ïîòðåáëåíèÿ ïðîñòî èç
âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ?

Ìîäåëü ïðåäñòàâëåííîãî òèïà íàçûâàåòñÿ îäíîâðåìåííûìè óðàâíåíèÿìè. Â
äàííîì ñëó÷àå ó íàñ äâà óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì ýêîíîìåòðè÷åñêîå ó íàñ òîëüêî îäíî.
Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå – ýòî îáû÷íîå ýêîíîìè÷åñêîå òîæäåñòâî, ìû íè÷åãî íå îöå-
íèâàåì â ýòîì óðàâíåíèè. Ìû õîòèì îöåíèòü òîëüêî êîýôôèöèåíòû α  è β , íî
èç-çà òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå ýêîíîìè÷åñêîå òîæäåñòâî, ïîÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà. Åñëè ïðîñòî ïîäñòàâèòü tC  â ïåðâîå ñîîòíîøåíèå, òî ïîëó÷èì

tttt uZYY +++= βα . Ðàçðåøèâ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íàöèîíàëü-

íîãî äîõîäà, ïîëó÷àåì ttt uZY
βββ

α
−

+
−

+
−

=
1

1
1

1
1

. Ïîäñòàíîâêà tY  âî âòîðîå

óðàâíåíèå äàåò òàê íàçûâàåìóþ ïðèâåäåííóþ (reduced) ôîðìó ìîäåëè:
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.

Òåïåðü ýíäîãåííûå ïåðåìåííûå âûðàæåíû ÷åðåç ýêçîãåííûå ïåðåìåííûå è
ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ. Ðàçëè÷èå ìåæäó ñòðóêòóðíîé è ïðèâåäåííîé ôîðìîé íî-
ñèò íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèé, íî è ñîäåðæàòåëüíûé õàðàêòåð. Âîîáùå-òî íàñ
èíòåðåñóþò êîýôôèöèåíòû ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé, îíè èìåþò ýêîíîìè÷åñêèé
ñìûñë. Íàïðèìåð, β  – ýòî ïðåäåëüíàÿ ñêëîííîñòü ê ïîòðåáëåíèþ. À êîýôôèöè-
åíòû â ïðèâåäåííîé ôîðìå óæå íå íåñóò ýêîíîìè÷åñêîãî ñìûñëà.

Ïðèâåäåííàÿ ôîðìà ÿâíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ tY  êîððåëèðîâàíà ñî

ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèåì tu . Ôîðìàëüíî â ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå

tY , íå âõîäèò íèêàêàÿ ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà. Òåì íå ìåíåå, èç-çà òîãî, ÷òî ýòî

îäíîâðåìåííûå óðàâíåíèÿ, tY  çàâèñèò îò tu . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ äàñò ñìåùåííóþ è íåñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó ïðè îöåíèâàíèè ôóíêöèè
ïîòðåáëåíèÿ. Îí ïðèâåäåò ê ñìåùåíèþ, âûçâàííîìó ñîâìåñòíûìè óðàâíåíèÿìè.
Äàæå àñèìïòîòè÷åñêè ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðèìåíåííûé ê ñòðóêòóðíî-
ìó óðàâíåíèþ, ïðèâîäèò ê ïëîõèì ðåçóëüòàòàì. Èç-çà îäíîâðåìåííîñòè óðàâíå-
íèé îøèáêà èç ëþáîãî óðàâíåíèÿ êàê áû ïðîíèêàåò âî âñå îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÌÍÊ äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåííîé ôîðìû,
åñëè ýêçîãåííàÿ ïåðåìåííàÿ tZ  äåòåðìèíèðîâàíà èëè íå êîððåëèðóåò ñ âîçìóùå-

íèåì tu . Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñòðóêòóðíîé ôîðìû ïðèìåíÿþòñÿ äâà

ñïîñîáà.
1.  Êîñâåííûé (indirect) ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ìåòîäîì íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ îöåíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðèâåäåííîé ôîðìû, äëÿ ÷åãî îöåíèâà-
åì ðåãðåññèè:
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Êàæäàÿ èç ðåãðåññèé îöåíèâàåòñÿ îòäåëüíî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ
ñòðóêòóðíîé ôîðìû α  è β  ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ðåøåíèÿ. Â ýòîì è ñîñòîèò îñíîâíîé íåäîñòàòîê êîñâåííîãî
ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âñåãäà ìîæíî îöåíèòü.
Ïðåäïîëîæèì, ñèñòåìà ñîñòîèò íå èç äâóõ, à èç 10 óðàâíåíèé ñ 10 ïåðåìåííûìè.
Âûáèðàåì ýíäîãåííûå è ýêçîãåííûå ïåðåìåííûå è ñòðîèì ðåãðåññèþ êàæäîé ýí-
äîãåííîé ïåðåìåííîé íà âñå ýêçîãåííûå. Ïîñëå ýòîãî îñíîâíîé âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ìîæíî ëè îò êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåííîé ôîðìû âåðíóòüñÿ îäíîçíà÷íî ê
ñòðóêòóðíûì êîýôôèöèåíòàì, êîòîðûå è èìåþò ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë. Ãîâîðÿò,
÷òî ñèñòåìà èäåíòèôèöèðóåìà, åñëè ïî êîýôôèöèåíòàì ïðèâåäåííîé ôîðìû ìîæíî
îäíîçíà÷íî âåðíóòüñÿ ê ñòðóêòóðíûì êîýôôèöèåíòàì. Èíîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðîòèâîðå÷èâà, èíîãäà ðåøåíèÿ áóäóò ñóùåñòâîâàòü, íî íå
áóäóò åäèíñòâåííûìè. Ñóùåñòâóþò ñèñòåìû îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé, â êîòî-
ðûõ êîñâåííûé ÌÍÊ ïðèâîäèò ê îäíîçíà÷íîìó ðåçóëüòàòó. Èäåíòèôèöèðóåìîñòü
çàâèñèò â òîì ÷èñëå è îò òîãî, ñêîëüêî ýêçîãåííûõ ïåðåìåííûõ ïðèñóòñòâóþò â
ìîäåëè è êàê îíè âõîäÿò â ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ. Â ýòîì, íà ñàìîì äåëå, îäíà
èç ïðè÷èí òîãî, ÷òî â íàøåì ïðèìåðå ìû íå ìîæåì îöåíèòü ñòðóêòóðíûå êîýô-
ôèöèåíòû – ó íàñ îäíà åäèíñòâåííàÿ ýêçîãåííàÿ ïåðåìåííàÿ, âñåãî äâà ñòðóêòóð-
íûõ ïàðàìåòðà è ÷åòûðå – â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå. Ñ ïðîáëåìîé èäåíòèôèöèðóå-
ìîñòè âû ïîçíàêîìèòåñü ïîäðîáíåé â äàëüíåéøåì êóðñå ýêîíîìåòðèêè ïðè èçó-
÷åíèè òåìû «ñèñòåìû îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé». Êàæóùèéñÿ òàêèì ïðîñòûì
êîñâåííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íå âñåãäà ìîæåò äàòü îöåíêè ñòðóêòóðíûõ
ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ âàæíî ïîíÿòü, ÷òî, èìåÿ ñèñòåìó îäíîâðåìåí-
íûõ óðàâíåíèé, íåëüçÿ îöåíèâàòü êàæäîå óðàâíåíèå â îòäåëüíîñòè èç-çà òîãî,
÷òî ýíäîãåííûå ïåðåìåííûå âõîäÿò è â ëåâóþ, è â ïðàâóþ ÷àñòü, è èç-çà òîãî, ÷òî
ðàâíîâåñèå îïðåäåëÿåòñÿ âñåìè óðàâíåíèÿìè âìåñòå. Ñëó÷àéíàÿ îøèáêà èç ëþ-
áîãî óðàâíåíèÿ ïðîíèêàåò âî âñå îñòàëüíûå, èç-çà ÷åãî îêàçûâàþòñÿ êîððåëèðî-
âàííû ðåãðåññîð è ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå.

2. Ìåòîä èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ìåòîä èçâåñòåí èç êóðñà
ýêîíîìåòðèêè è êðàòêî óïîìèíàëñÿ â ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Â ñëó÷àå ñèñòåìû îäíî-
âðåìåííûõ óðàâíåíèé ìîæíî ëåãêî ïðåäëîæèòü íàáîð èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Îíè ñòðîÿòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýêçîãåííûõ ïåðåìåííûõ, ïîäîá-
ðàííûå òàê, ÷òîáû íå áûëî êîððåëèðîâàííîñòè èíñòðóìåíòîâ è ñëó÷àéíûõ âîç-
ìóùåíèé. Ýòîò ìåòîä òîæå çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî èäåíòèôèöèðóåìà îöåíè-
âàåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ïðè îòñóòñòâèè ëàãîâûõ ïåðåìåííûõ äâóìÿ îòíîñè-
òåëüíî øèðîêî ïðèìåíÿåìûìè âàðèàíòàìè ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàå-
ìûå äâóõøàãîâûé ÌÍÊ è òðåõøàãîâûé ÌÍÊ. Ìû íå áóäåì íà íèõ ñïåöèàëüíî
îñòàíàâëèâàòüñÿ. Ýòî îòäåëüíàÿ ïðîáëåìà.
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Âîçâðàùàÿñü ê âðåìåííûì ðÿäàì, ìû âèäèì, ÷òî ïðè îöåíèâàíèè ìîäåëåé, ñî-
ñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþò ñëîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì
ñðåäè ðåãðåññîðîâ «îäíîâðåìåííûõ» ñîñòàâëÿþùèõ. Êðîìå òîãî, íàäî ïîïûòàòüñÿ
ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå íà ýíäîãåííûå è ýêçîãåííûå. Èíîãäà ýòî ðàçäåëåíèå ýêî-
íîìè÷åñêè îïðàâäàíî (êàê â âûøåðàññìîòðåííîì ïðèìåðå), èíîãäà íå î÷åíü. Íà-
ïðèìåð, îäèí èç ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ ýôôåêòèâíîñòè ðûíêà – ýòî ìîäåëèðî-
âàíèå âðåìåííûõ ðÿäîâ êðîññ-êóðñîâ ðàçëè÷íûõ âàëþò è öåí ðàçíûõ ôèíàíñîâûõ
èíñòðóìåíòîâ. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ êóðñû ðóáëü/äîëëàð, äîëëàð/åâðî,
ðóáëü/åâðî, òðóäíî ñêàçàòü, êàêîé èç íèõ åñòåñòâåííî âûáðàòü ýíäîãåííîé ïåðå-
ìåííîé, à êàêèå – ýêçîãåííûìè.

Âåêòîðíàÿ àâòîðåãðåññèÿ

Â 1980 ã. Ñèìñ [15] ïðåäëîæèë ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óéòè îò ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ íà ýêçîãåííûå è ýíäîãåííûå è èçáàâèòüñÿ îò ñëîæíîñòåé, ñâÿ-
çàííûõ ñ îäíîâðåìåííîñòüþ óðàâíåíèé. Ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ê òîìó æå åñòåñò-
âåííûì îáîáùåíèåì ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà ê ìîäåëÿì ARIMA è íîñèò íàçâà-
íèå VAR, èëè âåêòîðíàÿ àâòîðåãðåññèÿ. Â ïðèíöèïå ñóùåñòâóåò è VARIMA [17],
íî, êàê ìû óâèäèì äàëüøå, ýòî ñêîðåå òåîðåòè÷åñêè, ÷åì ïðàêòè÷åñêè. Äëÿ òîãî,
÷òîáû èçáåæàòü ñìåùåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ ïðèìåíåíèåì ÌÍÊ íåïîñðåäñòâåííî ê
êàæäîìó óðàâíåíèþ ñòðóêòóðíîé ôîðìû, Ñèìñ ïðåäëîæèë, íå ïðîèçâîäÿ äåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ íà ýêçîãåííûå è ýíäîãåííûå, ïðåäñòàâèòü êàæäóþ èç êîìïîíåíò
ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îò ïðåäûäóùèõ
çíà÷åíèé âñåõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðèìåð äâóìåðíîãî âåêòîðà è òîëüêî îäíîãî ëàãà. Ïóñòü,

íàïðèìåð, 1
tX  – òåìï ðîñòà äåíåæíîé ìàññû, à 2

tX  – äåôëÿòîð ÂÂÏ. Çàïèøåì

ñèñòåìó óðàâíåíèé óêàçàííîãî âèäà:







+++=

+++=
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−−

22
122

1
1212

2

12
112

1
1111

1

tttt

tttt

XXX
XXX

εββα

εββα
.

Çäåñü ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ áåëûìè øóìàìè, âîîáùå ãîâîðÿ,
êîððåëèðîâàííûìè. Ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå ýòîé ìîäåëè – VAR(1), ãäå 1 – ÷èñëî
ëàãîâ. Ðàçìåðíîñòü ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îáû÷íî íå óêàçûâàåòñÿ.

Ìîäåëü VAR(p) â ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä:

tptpttt XAXAXAaX ε
rrrrrr

+++++= −−− ...2211 ,

ãäå tε
r

 
– âåêòîðíûé áåëûé øóì ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 0)( =tE ε

r
 äëÿ âñåõ t,





≠
=Ω

==
ts
ts

E T
stt ,0

,
)()cov( εεε

rrr
. Ìîäåëü ñðàçó âûïèñûâàåòñÿ â ïðèâåäåííîé ôîðìå.

Îäíîâðåìåííûå êîìïîíåíòû íå âõîäÿò â ïðàâóþ ÷àñòü. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî äâó-
ìåðíîãî ïðèìåðà ïîëó÷àåì:
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Ìîäåëü VAR(p) íàïîìèíàåò ìîäåëü ARMA, ïîýòîìó ìíîãèå èõ ñâîéñòâà
ñõîæè. Ïåðåïèøåì ìîäåëü VAR(p), èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ëàãà,:

tt
p

p xLALALAE ε
rr

=−−−− )...( 2
21 .

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ýòî íå
ïðèâîäèò ê ïîòåðè îáùíîñòè, íî íåìíîãî ñîêðàùàåò çàïèñü. Äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ïðèìåðà ìîæåì çàïèñàòü:
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Òàêæå, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè âûðàçèòü
âåêòîð txr  ÷åðåç òåêóùèå è ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñëó÷àéíûõ âîçìóùå-

íèé tε
r

. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà, òî ìîæíî çàïèñàòü:
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Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç I  åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
ñèñòåìû 1AI −=Π  ðàâåí:

)1)(1()()(1)1)(1( 21
2

211222112211
2

21122211 LLLLLLL µµββββββββββ −−=−++−=−−−=∆ ,

ãäå 1µ  è 2µ  – ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Π , âîçìîæíî êîìïëåêñíûå.
Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíî 0, òî ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé âûðîæäåíà, è txr  íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåêóùèå è ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ

âåêòîðíîãî áåëîãî øóìà. Âñïîìíèâ óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ìîäåëåé ARMA(p,q),

ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè óñëîâèè 11 <µ  è 12 <µ  êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ïðî-

öåññà txr  âûðàæàåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà òåêóùåãî è ïðåäûäóùåãî çíà÷å-

íèé êîìïîíåíò áåëîãî øóìà. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû êàæäîãî èç ðàçëîæåíèé
áóäóò ó÷èòûâàòü â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïî òåîðåìå Âîëüäà êàæäàÿ èç
êîìïîíåíò ïðîöåññà txr  áóäåò ñòàöèîíàðíîé â øèðîêîì ñìûñëå.

Äëÿ èçó÷åíèÿ óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè è ñâîéñòâ ìîäåëåé VAR(1) óäîáíî
èñïîëüçîâàòü ñâåäåíèå ìàòðèö 1A  è Π  ê ïðîñòåéøåé ôîðìå. Çàìåòèì, ÷òî ìàò-

ðèöû Π  è 1A  î÷åâèäíî èìåþò îäíè è òå æå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, à èõ ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî åäèíèö. Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-
ðèöû 1A  ÷åðåç 11 1 µλ −= , è 22 1 µλ −= . Ïîýòîìó óñëîâèå, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà
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ìàòðèöû Π  ëåæàò â åäèíè÷íîì êðóãå, ýêâèâàëåíòíî àíàëîãè÷íîìó óñëîâèþ äëÿ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû 1A .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà 21 λλ ≠ . Èç ëèíåéíîé àëãåáðû ìû çíàåì,
÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû. Ââåäåì íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó C, ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþò-
ñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûì ÷èñëàì 1λ  è 2λ  ñî-

îòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ  äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó diag{ 1λ , 2λ }. Òîãäà î÷å-

âèäíî, ÷òî Λ=− CAC 1
1 è 1

1
−Λ= CCA . Îïðåäåëèì íîâûé âåêòîð ïåðåìåííûõ ñîîò-

íîøåíèåì tt xCy rr 1−= , îòñþäà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî tt yCx rr
= . Óìíîæàÿ óðàâíåíèå

ttt xAx ε
rrr

+= −11  ñëåâà íà ìàòðèöó 1−C , ïîëó÷èì ttt yy ηrrr
+Λ= −1 , ãäå ÷åðåç tηr  îáî-

çíà÷åí «íîâûé» âåêòîðíûé áåëûé øóì.
Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà äâà îòäåëüíûõ

óðàâíåíèÿ:

11
11

1
ttt yy ηλ += −
22

12
2

ttt yy ηλ += − ,

ñâîéñòâà êîòîðûõ ìîæíî óñòàíîâèòü, èñïîëüçóÿ óæå èçâåñòíûå íàì ïðèåìû.

Î÷åâèäíî, ÷òî 1
ty  è 2

ty  ñëàáî ñòàöèîíàðíû ïðè 11 <λ  è 12 <λ , è, ïî

êðàéíåé ìåðå, îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà tyr  íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ïðè íà-

ðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ. Ïîñêîëüêó 1
tx  è 2

tx  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
1
ty  è 2

ty , òî óñëîâèåì ñòàöèîíàðíîñòè âåêòîðíîãî ïðîöåññà txr  ÿâëÿåòñÿ íàõîæäå-

íèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû 1A  âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ çàñëóæèâàåò ñëó÷àé, êîãäà 21 λλ = . Â ýòîì ñëó÷àå

äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü, è ìàòðèöó 1A
íåëüçÿ ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå. Îäíàêî äîêàçàíî, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò
ìàòðèöà P, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ìàòðèöó 1A  ê òàê íàçûâàåìîé æîðäàíîâîé ôîðìå.
Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî êðàòêèì ðàññìîòðåíèåì ýòîãî ïîíÿòèÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ.
Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà P, òàêàÿ ÷òî

JPAP =−
1

1  è 1
1

−= PJPA , ãäå J  – æîðäàíîâà ìàòðèöà: 







=

λ
λ
0

1
J . Îïðåäåëèâ

âåêòîð tt xPy rr 1−=  ( tt yPx rr
= ), ñâåäåì èñõîäíóþ ìîäåëü ê âèäó ttt yJy ηrrr

+= −1 , ãäå

ñåé÷àñ âåêòîðíûé áåëûé øóì tt P εη
rr 1−= . Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé:
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1
tttt yyy ηλ ++= −−
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2
ttt yy ηλ += −
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íå ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ, íî âòîðîå èç íèõ ìîæåò áûòü ðåøåíî è

èññëåäîâàíî îòäåëüíî îò ïåðâîãî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè 1<λ  âòîðîå óðàâ-

íåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü AR(1), à ïåðâîå – ñòàöèîíàðíóþ

ìîäåëü ADL(1,1). Ïðè 1≥λ  îáà óðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíû. Òàêèì îáðàçîì, îáà

ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿ äàþò åäèíîå óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè: ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû 1A  (èëè Π ) äîëæíû ëåæàòü ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Ýòîò ðåçóëüòàò ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àé VAR(1) ìîäåëè ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà kλλλ ,...,, 21  ìàòðèöû 1A  ðàçëè÷íû, òî

ìîäåëü ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ i
t

i
ti

i
t yy ηλ +−= 1  ),..,2,1( ki = . Êàæäîå

èç íèõ ñòàöèîíàðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1<iλ . Åñëè æå ñðåäè ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë kλλλ ,...,, 21  åñòü ãðóïïà ðàâíûõ ïî âåëè÷èíå, òî, îáîçíà÷èâ èõ áåç ïî-

òåðè îáùíîñòè íîìåðàìè 1,2,…,k, ïðèâîäèì ìîäåëü ê òîìó æå âèäó:

ttt yJy ηrrr
+= −1 . Ìàòðèöà J  ñîäåðæèò òàê íàçûâàåìóþ æîðäàíîâó êëåòêó S ðàç-

ìåðà r â ëåâîì âåðõíåì óãëó:























=

λ
λ

λ
λ

0.00
1.00
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00.0
00.1

S

Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè æîðäàíîâîé êëåòêè ñòîÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ïåðâàÿ
íàä-äèàãîíàëü ñîäåðæèò 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû ïðèíèìàþò âèä:
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1
1

1
tttt yyy ηλ ++= −−
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.

.
1

1
1
1

1 −
−

−
−

− ++= r
t

r
t

r
t

r
t yyy ηλ

r
t

r
t

r
t yy ηλ += −1

11
11

1 ++
−+

+ += r
t

r
tr

r
t yy ηλ

.

.

.
k
t

k
tk

k
t yy ηλ += −1 .

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà ÿñíî ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè èìååò òîò
æå âèä, ÷òî è äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîé ìîäåëè.
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Äëÿ ìîäåëè VAR(p) ðàññìîòðåíèå, ïîäîáíîå ïðîâåäåííîìó âûøå, íåâîç-
ìîæíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè ìîæíî òîëêîâàòü ìîäåëü VAR(p)
êàê ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è
ïðàâîé ÷àñòüþ tε

r
. Ïî àíàëîãèè ñî ñêàëÿðíûì ñëó÷àåì áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøå-

íèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû 0...11 =−−− −− ptptt xAxAx rrr
 
â âèäå t

t Cx )(λ
rr

= . Ïîäñòàâèâ

ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

0)...( 1
1 =+++ − CAAI p

pp
r

λλ .

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ïðè λ
ðàâíûõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ìàòðèöû p

pp AAI +++ − ...1
1λλ , ò.å. êîðíÿì õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 0)...det( 1
1 =+++ −

p
pp AAI λλ .

Ñîîòâåòñòâóþùèìè íåòðèâèàëüíûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû

0)...( 1
1 =+++ − CAAI p

pp
r

λλ

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû åå ìàòðèöû. Òîãäà ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå
ñîáñòâåííîìó ÷èñëó iλ , ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè t. Åñ-

ëè ñðåäè kp ×  ñîáñòâåííûõ ÷èñåë åñòü îäèíàêîâûå, òî íóæíî çàìåíèòü â âûðà-

æåíèè t
t Cx )(λ

rr
=  ïîñòîÿííûé âåêòîð C

r
 çàâèñÿùèì îò âðåìåíè âåêòîðîì âèäà

1
110 ... −

−+++ r
r tCtCC

rrr
. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè âûðàæàåòñÿ êîì-

ïàêòíî: âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äîëæíû ëåæàòü ñòðîãî âíóòðè
åäèíè÷íîãî êðóãà.

Åñëè óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè âûïîëíåíî, è ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå tε
r

 îáëà-

äàåò ñâîéñòâàìè áåëîãî øóìà, òî óðàâíåíèÿ ìîäåëè VAR(p) ìîæíî îöåíèâàòü
îáû÷íûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðè÷åì êàæäîå óðàâíåíèå ìîæíî îöå-

íèâàòü îòäåëüíî, ò.å. ñòðîèòü ðåãðåññèþ êîìïîíåíòû i
tx  íà ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ

âñåõ êîìïîíåíò, âêëþ÷àÿ ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ ñàìîé i
tx . Âî-ïåðâûõ, íåò êîððå-

ëÿöèè ðåãðåññîðîâ ñ âîçìóùåíèÿìè, è íåò íèêàêèõ ïðîáëåì ñ ñîñòîÿòåëüíîñòüþ
îöåíîê. Êðîìå òîãî, âñå ïåðåìåííûå ñîâåðøåííî ðàâíîïðàâíû, è ïîñêîëüêó âñå
ðåãðåññîðû ïðåäøåñòâóþò îáúÿñíÿåìûì ïåðåìåííûì, íå âîçíèêàåò ïðîáëåì ñ ýê-
çîãåííîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, îöåíèâàíèå ìîäåëåé VAR(p) òðåáóåò òîëüêî ìíîãî-
êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ëåãêî ðåàëèçóåìî â ñïå-
öèàëèçèðîâàííûõ ïàêåòàõ. Îáû÷íî â êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììàõ, íàïðèìåð â òîì
æå Econometric views, çàäàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, ÷èñëî ëàãîâ, è ýòîãî äîñòà-
òî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè.

Îäíèì èç áîëüøèõ ïðåïÿòñòâèé ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè VAR ìîäå-
ëåé ÿâëÿåòñÿ î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî ïîäëåæàùèõ îöåíèâàíèþ ïàðàìåòðîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àé. Êàê âû çíàåòå, ñòàíäàðòíàÿ êåéíñèàíñêàÿ ìîäåëü ñîñòî-
èò èç 7 óðàâíåíèé. Ïåðåìåííûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèìè ïîêàçà-
òåëÿìè. Ïî êàêèì äàííûì âû áóäåòå îöåíèâàòü òàêóþ ìîäåëü? Íó, íå ìåíüøå,
÷åì ïî êâàðòàëüíûì. Ñêîëüêî ëàãîâ âêëþ÷àòü â ìîäåëü? Êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò
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ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû îöåíêè ÷èñëà ëàãîâ, íî ïîïðîáóåì èñïîëüçîâàòü ñîäåðæà-
òåëüíûå çíàíèÿ. Çíàìåíèòàÿ Ñåíò-Ëóèññêàÿ ìîäåëü [2] äåìîíñòðèðóåò, ÷òî â
óðàâíåíèå òåìïà ðîñòà íîìèíàëüíîãî ÂÂÏ âõîäÿò òåìïû ðîñòà äåíåæíîãî àãðåãà-
òà 1M  è òåìïû ðîñòà ïðàâèòåëüñòâåííûõ ðàñõîäîâ íà ïîääåðæàíèå çàíÿòîñòè ñ
çàïàçäûâàíèåì âïëîòü äî ÷åòûðåõ êâàðòàëîâ. Äàâàéòå âîçüìåì ìîäåëü ñ 5 ëàãà-
ìè, ïóñòü èñïîëüçóþòñÿ êâàðòàëüíûå äàííûå. Ñêîëüêî ïàðàìåòðîâ íàì íàäî îöå-
íèòü, åñëè ìû ñòðîèì VAR ìîäåëü? 5 ëàãîâ – ýòî çíà÷èò 5 ìàòðèö ðàçìåðíîñòè 7
íà 7. Â êàæäîé 49 ïàðàìåòðîâ, ïëþñ ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, ïëþñ 7 äèñïåðñèé
ñëó÷àéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Èòîãî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íàäî îöåíèòü 25977549 =++⋅
êîýôôèöèåíòîâ. Â êàæäîì èç óðàâíåíèé íóæíî îöåíèòü 37 ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìû äàííûå õîòÿ áû ëåò çà 15. Âîò ýòà ïðîñòàÿ àðèôìåòèêà íàçûâàåòñÿ
ïåðåïàðàìåòðèçàöèåé VAR, ò.å. VAR ââîäèò ñëèøêîì ìíîãî ïàðàìåòðîâ â ìîäåëü.
Ýòî ñâîéñòâî ïðåïÿòñòâóåò øèðîêîìó ïðèìåíåíèþ VAR ìîäåëåé.

Â òî æå âðåìÿ îêàçàëîñü, ÷òî VAR ïðåäñòàâëåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ èññëåäî-
âàíèåì ñòàöèîíàðíîñòè è âîçìîæíîñòüþ ïîñòðîåíèÿ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ
íåñòàöèîíàðíûìè ðåãðåññîðàìè. Ýòî è áóäåò ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ â
ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.
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Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ1)

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã.

Çàêàí÷èâàåòñÿ ïóáëèêàöèÿ êóðñà «Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ». Â
ýòîì íîìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ íå-
ñòàöèîíàðíûìè ðåãðåññîðàìè, ïîíÿòèå êîèíòåãðàöèè è åå ñâÿçü ñ VAR-
ïðåäñòàâëåíèåì ìíîãîìåðíîãî ïðîöåññà, òåñòèðîâàíèå íàëè÷èÿ êîèí-
òåãðàöèîííîé çàâèñèìîñòè, îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðè íàëè-
÷èè êîèíòåãðàöèè. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ êëàñòåðèçî-
âàííîé âîëàòèëüíîñòüþ, íàøåäøèå øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè àíàëèçå
ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Ëåêöèÿ 14

Êîèíòåãðàöèÿ

Ðàññìîòðåííûå äî ñèõ ïîð ìåòîäû îöåíêè ADL-óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ
íåñêîëüêî ýêîíîìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðÿ-
äîâ. Áîëåå òî÷íî, ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü è íåñòàöèîíàðíûìè, íî òèïà TSP, òîãäà
â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ðåãðåññîðà â ïðàâóþ ÷àñòü ìîäåëè äîáàâëÿåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ îáúÿñíÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ – ëèíåéíûé òðåíä, è îñíîâíûì ñïîñîáîì
îöåíèâàíèÿ îñòàåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Åñëè æå ïåðåìåííûå
ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè òèïà DSP (ñîäåðæàò åäèíè÷íûé êîðåíü), òî, êàê ìû
óæå âèäåëè, âîçíèêàåò îïàñíîñòü êàæóùèõñÿ (spurious) ðåãðåññèé. Ðåêîìåíäóå-
ìûé äî ñèõ ïîð ïðèåì ñîñòîÿë â óñòðàíåíèè òðåíäà âçÿòèåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ðàçíîñòåé è äàëüíåéøèì ïîñòðîåíèåì ADL-ìîäåëè ìåæäó ïðåîáðàçîâàííûìè òà-
êèì îáðàçîì ïåðåìåííûìè.

Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åííûå ìîäåëè îïèñûâàþò òîëüêî êðàò-
êîñðî÷íóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Óñòðàíèâ òðåíä, ìû,
ïî ñóòè, îòêàçûâàåìñÿ àíàëèçèðîâàòü äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå ïåðåìåííîé è îò-
ðèöàåì âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äîëãîñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ íåñòàöèîíàð-
íûõ ïåðåìåííûõ òèïà DSP. À ðåçóëüòàòû Íåëüñîíà è Ïëîññåðà ïîêàçûâàåò, ÷òî
áîëüøèíñòâî ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ îòíîñÿòñÿ èìåííî ê òèïó DSP [15].
Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àëî áû îòñóòñòâèå äîëãîñðî÷íûõ çàâèñèìîñòåé â ìàêðîýêî-

                                                          
1) Ïîäãîòîâëåíî ïðè ñîäåéñòâèè Íàöèîíàëüíîãî ôîíäà ïîäãîòîâêè êàäðîâ (ÍÔÏÊ) â

ðàìêàõ ïðîãðàììû «Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ïðåïîäàâàíèÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ äèñöèï-
ëèí â âóçàõ».

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã. – ïðîôåññîð, ê. ôèç.-ìàò. í., ïðîðåêòîð ÃÓ–ÂØÝ, çàâ. êàôåäðîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìåòðèêè.
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íîìèêå. Îäíîé èç ïîïûòîê ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ áûëî ðàñøèðåíèå
Ïåððîíîì êëàññà TSP-ìîäåëåé çà ñ÷åò äîïóùåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî òðåíäà, ñ
÷åì ìû óæå ïîçíàêîìèëèñü. Êàðäèíàëüíûì ðåøåíèåì ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ââå-
äåííîå Ãðýíæåðîì è Ýíãëîì [6, 4] ïîíÿòèå êîèíòåãðàöèè.

Ïî ýòèìîëîãèè ýòîò òåðìèí îçíà÷àåò ñîâìåñòíóþ èíòåãðàöèþ, è äî ñèõ ïîð
ñîñóùåñòâóþò ïðàêòèêè åãî íàïèñàíèÿ ñ äåôèñîì è ñëèòíî. Íà÷íåì ñ íåñêîëüêèõ
ôîðìàëüíûõ îïðåäåëåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî ìû íàçûâàåì ïðîöåññ tx  èíòåãðèðîâàí-

íûì ïîðÿäêà d è îáîçíà÷àåì ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: )(~ dIxt , åñëè ðÿä åãî êî-

íå÷íûõ ðàçíîñòåé ïîðÿäêà d ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Â ýòèõ òåðìèíàõ ñòàöèî-
íàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì íóëåâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè, à
ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå (ñ äðåéôîì èëè áåç) – ïîðÿäêà èíòåãðàöèè 1.

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà äâà âðåìåííûõ ðÿäà ïåðâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè:
)1(~),1(~ IyIx tt , ò.å. îáà îíè èìåþò åäèíè÷íûé êîðåíü, ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàð-

íûìè ðÿäàìè òèïà DSP. Èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ò.å. ñóììà ñ íåêîòîðûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, )1(~ IyxZ ttt βα += , âîîáùå ãîâîðÿ, òîæå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì ïîðÿäêà

èíòåãðàöèè 1. Îäíàêî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîýôôèöèåíòû
),( βα , ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ýòèìè êîýôôèöèåíòàìè îêàæåòñÿ ïðîöåññîì

íóëåâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè, ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. È åñëè òàêàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñóùåñòâóåò, òî ðÿäû tx  è ty  íàçûâàþòñÿ êîèíòåãðèðîâàí-

íûìè, à âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ),( βα  íàçûâàåòñÿ êîèíòåãðèðóþùèì âåêòîðîì.
Ýòî îïðåäåëåíèå ëåãêî îáîáùèòü íà îáùèé ñëó÷àé äâóõ ðÿäîâ ïîðÿäêà èíòåãðà-
öèè âûøå ïåðâîé.

Ïóñòü ïðîöåññû )(~),(~ dIydIx tt  èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê èíòåãðà-

öèè d. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð ),( βα , òàêîé ÷òî )(~ bdIyx tt −+ βα , ãäå

0>b , òî ïðîöåññû tx  è ty  íàçûâàþòñÿ êîèíòåãðèðîâàííûìè. È ýòî çàïèñûâàåòñÿ

òàê: ),(~, bdCIyx tt . Ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç d èñõîäíûé ïîðÿäîê èíòåãðà-

öèè, à ÷åðåç b – íà ñêîëüêî ïîðÿäîê ïîíèæàåòñÿ. Èñõîäÿ èç òàêèõ îáîçíà÷åíèé, â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàïèñàòü )1,1(~, CIyx tt . Â ýòîì íàèáîëåå ðàñ-

ïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå ÷àñòî îïóñêàþò ïàðàìåòðû â ñêîáêàõ, ò.å. ïèøóò ïðîñòî
CIyx tt ~, .

Îïðåäåëåíèå ëåãêî ìîæíî îáîáùèòü íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü ìíîãî-
ìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ twr  èìååò ïîðÿäîê èíòåãðàöèè d: )(~ dIwt

r
, ò.å. âñå

êîìïîíåíòû âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà èíòåãðàöèè
d, è ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà, êîòîðàÿ
èìååò ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ d–b (b>0). Òîãäà êîìïîíåíòû ïðîöåññà twr  íàçû-

âàþòñÿ êîèíòåãðèðîâàííûìè: )(~)( bdIwt
T −

rr
α , à âåêòîð α

r
 íàçûâàåòñÿ êîèíòåã-

ðèðóþùèì âåêòîðîì. Ïðàâäà, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ.

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ äâóõ ïðîöåññîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè. Íà ïåðâûé
âçãëÿä íåïîíÿòíî, êàêèì îáðàçîì ñóììèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìîæåò ïî-
íèçèòü ïîðÿäîê èíòåãðàöèè. Îäíàêî èäåÿ ïîëó÷åíèÿ êîèíòåãðàöèè âåñüìà ïðîñòà.
Ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî íàïîìèíàåò ñëåäóþùóþ. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ó âàñ åñòü äâå
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ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíû. Âîîáùå ãîâîðÿ, èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òàêæå åñòü ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Îäíàêî áûâàþò òàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ÷òî èõ íåêîòîðàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíîé. Íàïðèìåð,
îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y êàê ñóììó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z è äåòåðìè-
íèðîâàííîé âåëè÷èíû. Òîãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y è Z ñ
êîýôôèöèåíòàìè 1 è –1 ñîîòâåòñòâåííî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé
âåëè÷èíîé. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü ñî ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé.

Ïðåæäå ÷åì àíàëèçèðîâàòü ôîðìàëüíûå ïîñëåäñòâèÿ îïðåäåëåíèÿ êîèíòå-
ãðàöèè è ðàçëè÷íûå ïðèìåðû, äàâàéòå ðàññìîòðèì, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå
êîèíòåãðèðóþùèõ ïðîöåññîâ ñîäåðæàòåëüíî. Åñëè )1,1(~, CIyx tt , òî êàæäûé èç

ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì òèïà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, êîòîðûé èìååò ñòî-
õàñòè÷åñêèé òðåíä. À êîèíòåãðàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèå òðåíäû ýòèõ
ïðîöåññîâ äâèæóòñÿ â óíèñîí äðóã ñ äðóãîì, ïîýòîìó åùå ãîâîðÿò, ÷òî îíè èìåþò
îáùèé ñòîõàñòè÷åñêèé òðåíä. Åñëè ïîïðîáîâàòü èçîáðàçèòü ýòî ñâîéñòâî ãðàôè÷å-
ñêè, òî ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèìâîëè÷åñêóþ êàðòèíêó:

X

Y

Ðèñ. 1.

Ãðàôèê äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâó-
ìÿ ýêîíîìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè (ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ tt yx βα + ), êîòîðîå ÿâëÿåò-

ñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì. Ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ttt uxy += γ ,

ãäå tu  – ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ. Åñëè âçÿòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ

÷àñòåé, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ íå-
ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ tx  è ty  ñâÿçàíû äåòåðìèíèðîâàííûì ñîîòíîøåíèåì:

ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò äîëãîñðî÷íàÿ ñâÿçü. Âîò â ÷åì ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà.
Êîèíòåãðàöèÿ ñîâìåñòèìà ñ ïîíÿòèåì äîëãîñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Õîòÿ êàæäûé èç
íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ «áëóæäàåò» ñëó÷àéíûì îáðàçîì, íàëè÷èå êîèíòåãðà-
öèè «çàñòàâëÿåò» èõ «áëóæäàòü» âìåñòå, íå óõîäÿ äàëåêî äðóã îò äðóãà. Ïîñêîëü-
êó òåðìèí «ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå» ïðîèñõîäèò èç øóòî÷íîé çàäà÷è îïèñàíèÿ òðà-
åêòîðèè äâèæåíèÿ ïüÿíîãî â ÷èñòîì ïîëå, ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü êîèíòåãðà-
öèþ êàê äâèæåíèå â ÷èñòîì ïîëå äâóõ ïüÿíûõ, ñâÿçàííûõ ýëàñòè÷íûì æãóòîì.
Êàæäûé äâèæåòñÿ ñàì ïî ñåáå, íî äàëåêî ðàçîéòèñü îíè íå ìîãóò.

Åñëè æå ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèî-
íàðíîé (ïðîöåññû íå êîèíòåãðèðîâàíû), òî îêðåñòíîñòü ëþáîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-
äó ïåðåìåííûìè íàáëþäàåòñÿ ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ. Ìû îòìå÷àëè, ÷òî îäíèì
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èç ñâîéñòâ íåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùàÿ äèñïåð-
ñèÿ, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé âîçâðàùåíèå ê èñõîäíîé òî÷êå ñ âåðîÿòíîñòüþ íóëü è
óõîä îò íåå ñêîëü óãîäíî äàëåêî. È ïîýòîìó ãîâîðèòü î ðàâíîâåñíîì ñîîòíîøåíèè
áåññìûñëåííî ñ ñîäåðæàòåëüíîé è ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Åñëè æå ñóùåñò-
âóåò ñòàöèîíàðíîå ñîîòíîøåíèå, òî ýêîíîìè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî íàáëþäà-
åòñÿ î÷åíü ÷àñòî, è åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâåñèå. À åñ-
ëè íåò êîèíòåãðèðóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ, òî ïðîñòî áåññìûñëåííî íàçûâàòü ðàâíî-
âåñèåì òî çíà÷åíèå, ê êîòîðîìó ïðîöåññ ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå âåðíåòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìå-
æäó ðàññìàòðèâàåìûìè âåëè÷èíàìè ñóùåñòâóåò äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâåñèå. È òî-
ãäà îáùàÿ äèíàìèêà ïîâåäåíèÿ ïîêàçàòåëåé ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà íà äâå ñî-
ñòàâëÿþùèå: äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå è êðàòêîñðî÷íîå ïîâåäåíèå. Ïðè÷åì äîëãî-
ñðî÷íîå ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ êîèíòåãðèðóþùèì ñîîòíîøåíèåì. Ïîñìîòðèì, êàê
îïèñûâàåòñÿ êðàòêîñðî÷íîå ïîâåäåíèå. Ïóñòü êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â íîðìèðîâàííîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ttt xy εγ += , ãäå

WNt ~ε  – áåëûé øóì. Ïîñêîëüêó )1(~, Iyx tt  ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè I(1), òî ïðî-

öåññû èõ ðàçíîñòåé tx∆  è ty∆  ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè òèïà )0(I , ò.å. ñòàöèîíàðíû-

ìè. Ñîäåðæàòåëüíî tx∆  è ty∆  îïèñûâàþò ñîáîé êðàòêîñðî÷íûå èçìåíåíèÿ èñõîä-

íûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó óæå çíàêîìàÿ íàì ìîäåëü êîððåêöèè îøèáêàìè (ECM)

ttttt xyxy νγβα +−+∆⋅=∆ −− )( 11  ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ñòàöèîíàðíóþ âåëè÷è-

íó ty∆ , ñòàöèîíàðíóþ tx∆  è ñòàöèîíàðíîå êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå. Ïî-

ñêîëüêó âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ ìîäåëè êîððåêöèè îøèáêàìè ñîõðàíÿåòñÿ òàêîé æå, êàê åñëè áû ïåðåìåí-
íûå ty è tx  áûëè ñòàöèîíàðíûìè. Êðàòêîñðî÷íîå èçìåíåíèå ïåðåìåííîé ty  çàâè-

ñèò îò êðàòêîñðî÷íîãî èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé tx  è îò îòêëîíåíèÿ îò äîëãîñðî÷-

íîãî ðàâíîâåñèÿ â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Òî åñòü ââîäèòñÿ êîððåêöèÿ â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, íà ñêîëüêî ïåðåìåííûå îòêëîíèëèñü îò ñâîåãî äîëãîñðî÷íîãî
ðàâíîâåñèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ýêîíîìè÷åñêè òàêîé ïîäõîä îêàçàëñÿ î÷åíü ïëîäî-
òâîðíûì. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ìîæíî â îäíîì óðàâíåíèè ñîâìåñòèòü âìåñòå êðàòêî-
ñðî÷íîå è äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ECM èìååò îäèí è òîò æå âèä
êàê äëÿ ñòàöèîíàðíûõ, òàê è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ, íî êîèíòåãðèðîâàííûõ ïåðå-
ìåííûõ.

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî êîèíòåãðèðîâàííûå ïðîöåññû ñóùåñòâóþò. Ðàññìîò-

ðèì, ñëåäóÿ Ýíãëó è Ãðýíæåðó [4, p. 263], ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü ñëó÷àéíûå

ïðîöåññû tX  è tY  îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. ttt uYX =+ β , ttt YX να =+ .

Ïóñòü òàêæå ttt uu 11 ε+= −  è ttt 21 ερνν += − , ãäå tt и 21 εε  – íåêîððåëèðî-

âàííûå áåëûå øóìû. Ïðè óñëîâèè, ÷òî 1<ρ , tν  ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðî-

öåññîì, à tu  – ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì áåç äðåéôà. Äðóãèìè ñëîâàìè: )1(~ Iu t ,

)0(~ Itν . Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå tX  è tY  ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðèâå-

äåííûìè óðàâíåíèÿìè. Îòìåòèì, ÷òî èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü òîëüêî

ïðè βα ≠ , òàê êàê èíà÷å ñèñòåìà ïðîòèâîðå÷èâà.
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Îïðåäåëèì ïîðÿäîê èíòåãðàöèè ïðîöåññîâ tX  è tY . Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì îò

ñòðóêòóðíîé ê ïðèâåäåííîé ôîðìå ìîäåëè, ò.å. ðàçðåøèì ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî

tX  è tY . Ïîëó÷àåì:

)1(~ IuX ttt ν
βα

β
βα

α
−

−
−

=

)1(~11 IuY ttt ν
βαβα −

+
−

−= .

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé èç ïðîöåññîâ tX  è tY  ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ïåðâîãî

ïîðÿäêà èíòåãðàöèè. Â òî æå âðåìÿ, î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò èõ ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ tt YX α+ , ðàâíàÿ ñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó, ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ êîèí-

òåãðèðîâàííûìè â ñìûñëå ðàíåå äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó )1,1(~, CIYX tt .

Ïðèâåäåííûé ïðîñòîé ïðèìåð ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâî êîèíòåãðàöèè
ñâÿçàíî ñ ïðåäñòàâëåíèåì ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â âèäå ëèíåéíîé ìî-
äåëè. Îñîáåííî óäîáíûì îêàçàëîñü èñïîëüçîâàíèå VAR-ìîäåëè. Íàëè÷èå èëè îò-
ñóòñòâèå êîèíòåãðàöèè ìîæíî óñòàíîâèòü ïî çíà÷åíèÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîð-
íåé VAR-ìîäåëè.

Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ ìîäåëè VAR(1) äëÿ äâóìåðíîãî ïðîöåññà. Ñî-
õðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùåé ãëàâû, ðàññìîòðèì ìîäåëü











+


















+








=











−

−

2

1

2
1

1
1

2221

1211

2

1
2

1

1

t

t

t

t

A

t

t

X
X

X
X

ε

ε
ββ
ββ

α
α

43421

.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû óæå èñïîëüçîâàëè ïðèâåäåíèå ñèñòåìû ê ïðîñòåé-
øåé ôîðìå, ïðèìåíÿÿ äèàãîíàëüíûé âèä ìàòðèöû 1A  äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñîáñò-
âåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû ðàçëè÷íû. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò
èñ÷åðïûâàþùå èññëåäîâàòü ñâîéñòâî êîèíòåãðàöèè.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïåðåéäåì ê öåíòðèðîâàííûì ïåðåìåííûì. Ïóñòü ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû 1A  ðàçëè÷íû: 21 λλ ≠ . Êàê è â ïðåäûäóùåé ëåêöèè,

îïðåäåëèì âåêòîð íîâûõ ïåðåìåííûõ ñîîòíîøåíèåì tt xCy rr 1−= , ãäå C – ìàòðèöà,
ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñò-
âåííûì ÷èñëàì 1λ  è 2λ  ñîîòâåòñòâåííî.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà äâà îòäåëüíûõ
óðàâíåíèÿ:

11
11

1
ttt yy ηλ += −
22

12
2

ttt yy ηλ += − ,

ãäå ÷åðåç tη
r

 îáîçíà÷åí ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîðíûé áåëûé øóì.

Êàê ìû óæå óñòàíîâèëè ðàíåå, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðå-
âûøàåò ïî ìîäóëþ åäèíèöó, òî õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà tyr  íå ïðèâî-

äèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó âçÿòèåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé. Íî òîãäà
ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò è êîìïîíåíòû ïðîöåññà txr , òàê êàê åãî êîìïîíåíòû ÿâ-
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ëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êîìïîíåíò âåêòîðà tyr  (íàïîìíèì, ÷òî tt yCx rr
= ).

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé «âçðûâíîé» íåñòàöèî-
íàðíîñòè. Åñëè æå îáà êîðíÿ ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, òî êîìïîíåíòû ïðîöåñ-
ñà txr  ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè, è âîïðîñ î êîèíòåãðàöèè íå âîçíèêàåò.

Ïóñòü òåïåðü 11 =λ  è 12 <λ . Òîãäà )1(~1 Iy t , )0(~2 Iy t , è îáå êîìïî-

íåíòû âåêòîðà txr , êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðîöåññîâ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïî-

ðÿäêîâ èíòåãðàöèè, áóäóò ïåðâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè. Íî íåëüçÿ çàáûâàòü, ÷òî
ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: êîìïîíåíòû âåêòîðà tyr  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíà-

öèÿìè êîìïîíåíò âåêòîðà txr . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ïðîöåññîâ 1
tx  è 2

tx , ïåðâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè êàæäûé, ÿâëÿþùàÿñÿ ñòàöèî-
íàðíûì ïðîöåññîì. Êîýôôèöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåí-
òàìè âòîðîé ñòðîêè ìàòðèöû 1−C . Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðîöåññû 1

tx  è
2
tx  êîèíòåãðèðîâàíû.

Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó 1AI −=Π  è îò-

ìåòèëè, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö Π  è 1A  ñîâïàäàþò, à èõ ñîáñòâåííûå
÷èñëà äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî åäèíèöû. Ïîýòîìó óñëîâèå íàëè÷èÿ îäíîãî åäè-
íè÷íîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ó ìàòðèöû 1A  îçíà÷àåò íàëè÷èå îäíîãî íóëåâîãî ñîá-
ñòâåííîãî ÷èñëà ó ìàòðèöû Π , à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
åäèíèöå ðàíãà ìàòðèöû Π . Èñïîëüçóÿ äèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû Π ,
ïîëó÷àåì:

( )2221
222

122

2221

1211

22221

12111

2

~~
)1(
)1(

~~
~~

)1(0
00

)1(0
00

cc
c
c
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CC 
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




−
−

=















−








=








−

=Π −

λ
λ

λλ
.

Çäåñü ÷åðåç ijc  îáîçíà÷åíû ýëåìåíòû ìàòðèöû C , à ÷åðåç ijc~  – ýëåìåíòû

ìàòðèöû 1−C . Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìàòðèöà Π  ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå
(ôàêòîðèçîâàíà) äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö: âåêòîðà-ñòîëáöà íà âåêòîð-ñòðîêó,
ïðè÷åì âåêòîð-ñòðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîèíòåãðèðóþùèé âåêòîð. Åùå ðàç
ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ïðîñòî âòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû, îáðàòíîé ìàòðèöå, ñîñòàâ-
ëåííîé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Π .

Ïóñòü òåïåðü 21 λλ = . Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû óæå óïîìèíàëè, ñóùåñòâóåò

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà P, òàêàÿ ÷òî JPAP =−
1

1  è 1
1

−= PJPA , ãäå J  – æîð-

äàíîâà ìàòðèöà: 







=

λ
λ
0

1
J . Îïðåäåëèâ âåêòîð tt xPy rr 1−=  ( tt yPx rr

= ), ïîëó÷àåì

ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé:
12

1
1

11
1

tttt yyy ηλ ++= −−
22

12
2

ttt yy ηλ += − .

Ïðè 1<λ  âòîðîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü

AR(1), à ïåðâîå – ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü ADL(1,1), è î êîèíòåãðàöèè ðå÷ü íå èäåò.
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Åñëè æå 1=λ , òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 2
ty  ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì

áëóæäàíèåì, ò.å. )1(~2 Iy t . Ïîñêîëüêó ïåðâîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê âèäó
12

1
1

ttt yy η+=∆ − , òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè íóæíî åùå ðàç âçÿòü ïîñëå-

äîâàòåëüíóþ ðàçíîñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî )2(~1 Iy t . Ïîñêîëüêó tt yPx rr
= , åãî îáå

êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè ïîðÿäêà èíòåãðàöèè 2. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñò-

âóåò èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (
2
ty ), ÷åé ïîðÿäîê èíòåãðàöèè ðàâåí 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ýòè êîìïîíåíòû êîèíòåãðèðîâàíû: )1,2(~, 21 CIxx . Îáà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà
ìàòðèöû Π  ðàâíû â ýòîì ñëó÷àå íóëþ, à åå ðàíã ðàâåí 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà
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


=







 −
=Π −  òàêæå

ôàêòîðèçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö, è âòîðàÿ èç íèõ äàåò êî-
èíòåãðèðóþùèé âåêòîð.

Íàêîíåö, ïðè ðàâåíñòâå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìîæåò òåì íå ìåíåå ñóùåñòâî-
âàòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû 1A  è Π  ïðèâîäÿòñÿ ê äèàãîíàëüíîé

ôîðìå, è ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðà tyr  ïðèíèìàåò âèä: 11
1

1
ttt yy η+= − ,

22
1

2
ttt yy η+= − . Îáå êîìïîíåíòû îòíîñÿòñÿ ê òèïó )1(I , ïîýòîìó îáå êîìïîíåíòû

âåêòîðà 1
tx  òàêæå îòíîñÿòñÿ ê òèïó )1(I , à êîèíòåãðèðóþùåé êîìáèíàöèè íåò.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Π  â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé, è åå ðàíã ðàâåí 0.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìîäåëè VAR(1) äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà, ìàòðèöà 1A  èìååò 3 ñîáñòâåííûõ ÷èñëà, è íàáîð âîçìîæíîñòåé íåñêîëüêî

ðàñøèðÿåòñÿ. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà 11 <λ , 12 <λ , 13 =λ  è 12 λλ ≠ . Òîãäà

ìàòðèöà C  èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñóùåñòâóåò, è ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîì-
ïîíåíò âåêòîðà tyr  ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ:

11
11

1
ttt yy ηλ += −
22

12
2

ttt yy ηλ += −
33

1
3

ttt yy η+= − .

Î÷åâèäíî, ÷òî òðåòüÿ êîìïîíåíòà áóäåò òèïà )1(I , à äâå îñòàëüíûå – òèïà

)0(I . Ïîýòîìó âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà txr  áóäóò òèïà )1(I , â òî æå âðåìÿ äâå èõ

ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì 1
ty  è 2

ty , áóäóò ñòàöèîíàð-

íûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííûå 1
tx , 2

tx , 3
tx  êîèíòåãðèðîâàíû, è ñóùåñòâóåò

äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðà. Ýòè äâà âåêòîðà îïðåäåëÿ-

þò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî áóäåò êîèíòåãðèðóþùèì

âåêòîðîì. Ýòà ñèòóàöèÿ ïðåïÿòñòâóåò íåïîñðåäñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè êîèíòåã-

ðèðóþùèõ âåêòîðîâ êàê äîëãîñðî÷íûõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïåðåìåííûìè, âåäü

òåïåðü òàêèõ ñîîòíîøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî.
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Ðàíã ìàòðèöû Π  ðàâåí 2 è âíîâü ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ. Íè÷åãî ïðèíöèïèàëüíî íå ìåíÿåò ñëó÷àé, êîãäà

21 λλ = . Â ýòîì ñëó÷àå 3
ty  ïî-ïðåæíåìó ïðîöåññ òèïà )1(I , 2

ty  – òèïà )0(I , à
1
ty  îïðåäåëÿåòñÿ ìîäåëüþ ADL(1, 1) è òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ò.å. òèïà

)0(I . Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà txr  ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè òèïà )1(I , à ïåðåìåííûå
2
ty  è 3

ty  ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè êîìáèíàöèÿìè êîìïî-

íåíò âåêòîðà txr , ò.å. ñóùåñòâóåò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðèðóþùèõ

âåêòîðà.
Ìàòðèöà Π  ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ëèáî ê äèàãîíàëüíîìó âèäó:
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2 îáîçíà÷åíû ïåðâûé è âòîðîé ñòîëáöû ìàòðèöû Ñ èëè P, à

÷åðåç ( )1  è ( )2  – ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè ìàòðèöû 1−C  èëè 1−P .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöà Π  ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö
ðàçìåðíîñòüþ )( rn ×  è )( nr ×  ñîîòâåòñòâåííî, ãäå n – ðàçìåðíîñòü âåêòîðà txr , à r –

ðàíã ìàòðèöû Π . Ïðè ýòîì ñòðîêè âòîðîé èç ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ êîèíòåãðèðóþùèìè
âåêòîðàìè. Â ëèòåðàòóðå ïî÷åìó-òî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ýòè ìàòðèöû ñòðî÷íûìè

ãðå÷åñêèìè áóêâàìè α  è Tβ , è ôàêòîðèçàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Tαβ=Π .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 121 == λλ , à 13 <λ . Åñëè ïðè ýòîì

êðàòíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 11 =λ  ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåê-

òîð, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðà tt xPy rr 1−=  ïðèíèìàåò âèä:

12
1

1
1

1
tttt yyy ε++= −−

22
1

2
ttt yy ε+= −

33
13

3
ttt yy ελ += − .
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Î÷åâèäíî, ÷òî )0(~3 Iy t , )1(~2 Iy t , )2(~1 Iy t . Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà txr

îòíîñÿòñÿ òîãäà ê òèïó )2(I , è ñóùåñòâóþò äâå êîèíòåãðèðóþùèå ëèíåéíûå êîì-

áèíàöèè. Îäíà èç íèõ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
2
ty , ïîíèæàåò ïîðÿäîê èíòåãðàöèè äî 1,

à âòîðàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
3
ty , ïîíèæàåò ïîðÿäîê äî 0. Ðàíã ìàòðèöû Π  ðàâåí 2,

åå ôàêòîðèçàöèÿ â âèäå Tαβ=Π  îïÿòü èìååò ìåñòî.
Åñëè æå êðàòíîìó åäèíè÷íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò äâà

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà, òî VAR-ìîäåëü äëÿ âåêòîðà tyr  ðàñ-

ïàäàåòñÿ íà óðàâíåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò.

11
1

1
ttt yy ε+= −
22

1
2

ttt yy ε+= −
33

13
3

ttt yy ελ += − .

Òîãäà )0(~3 Iy t , 2
ty , )1(~1 Iy t . Êîìïîíåíòû âåêòîðà txr  áóäóò ïðîöåññàìè

òèïà )1(I , è ñóùåñòâóåò ëèøü îäíà êîèíòåãðèðóþùàÿ êîìáèíàöèÿ, ñîîòâåòñò-

âóþùàÿ 
3
ty . Ðàíã ìàòðèöû Π  ðàâåí 1, è îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà-ñòîëáöà íà âåêòîð-ñòðîêó, êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ êîèíòåãðè-
ðóþùèì âåêòîðîì.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà 1321 === λλλ . Ýòîìó òðåõêðàòíîìó

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí, äâà èëè òðè ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà. Åñëè òàêîé âåêòîð îäèí, òî äëÿ âåêòîðà tyr  ïîëó÷àåòñÿ

ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:
12

1
1

1
1

tttt yyy η++= −−
23

1
2

1
2

tttt yyy η++= −−
33

1
3

ttt yy η+= − .

Êîìïîíåíòà )1(~3
1 Iy t − , êîìïîíåíòà )2(~2

1 Iy t − , è êîìïîíåíòà )3(~1
1 Iy t − .

Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà txr  áóäóò òèïà )3(I , è ñóùåñòâóåò äâå êîèíòåãðèðóþùèå

êîìáèíàöèè, èìåþùèå ïîðÿäîê èíòåãðàöèè 2 (ñîîòâåòñòâóåò 2
ty ) è 1 (ñîîòâåòñò-

âóåò 3
ty ). Ðàíã ìàòðèöû Π  âíîâü ðàâåí ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðè-

ðóþùèõ âåêòîðîâ, ò.å. äâóì.
Åñëè ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà, òî äëÿ

âåêòîðà tyr  ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:
12

1
1

1
1

tttt yyy η++= −−
22

1
2

ttt yy η+= −
33

1
3

ttt yy η+= − .

Êîìïîíåíòû )1(~, 3
1

2
1 Iyy tt −−  è êîìïîíåíòà )2(~1

1 Iy t − . Âñå êîìïîíåíòû

âåêòîðà txr  áóäóò òèïà )2(I , è ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà êîèíòåãðèðóþùàÿ êîìáè-
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íàöèÿ ïîðÿäêà èíòåãðàöèè 1 (ñîîòâåòñòâóåò 2
ty ). Ðàíã ìàòðèöû Π  âíîâü ðàâåí

÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ, ò.å. åäèíèöå.
Íàêîíåö, åñëè ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóþò òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðà, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðà tyr  ðàñïàäàåòñÿ íà 3 îò-

äåëüíûõ óðàâíåíèÿ:
11

1
1

ttt yy η+= −
22

1
2

ttt yy η+= −
33

1
3

ttt yy η+= − .

Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà tyr  ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðîâàííûìè ïðîöåññàìè ïîðÿä-

êà 1. Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà txr  òàêæå áóäóò òèïà )1(I , è íå ñóùåñòâóåò íè îä-

íîé êîèíòåãðèðóþùåé êîìáèíàöèè. Ðàíã ìàòðèöû Π , ñîñòîÿùåé òåïåðü èç îäíèõ íó-
ëåé, âíîâü ðàâåí ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ, ò.å. íóëþ.

Îêàçûâàåòñÿ, ðåçóëüòàò ðàññìîòðåíèÿ óäîáíåå è ýëåãàíòíåå âûðàçèòü â òåð-
ìèíàõ ðàíãà ìàòðèöû Π , ÷åì â êîëè÷åñòâå åäèíè÷íûõ êîðíåé ìàòðèöû 1A . Ìû
ôàêòè÷åñêè óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè äâóìåðíûé èëè òðåõìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
èìååò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ìîäåëè VAR(1) è ñðåäè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîð-
íåé íè îäèí ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàåò åäèíèöû, òî êîëè÷åñòâî êîèíòåãðèðóþùèõ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïðîöåññà â òî÷íîñòè ðàâíî
ðàíãó ìàòðèöû 1AI −=Π . Ïðè ýòîì âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ïîëüçîâàòüñÿ VAR-ìî-
äåëüþ, âàæíî ëèøü, ÷òîáû ìíîãîìåðíûé ïðîöåññ äîïóñêàë VAR(1) ïðåäñòàâëåíèå.
Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû Π  ðàâåí ÷èñëó íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ýòîé ìàòðèöû.

Îñòàëîñü îáîáùèòü ýòîò âûâîä íà ñëó÷àé ïðîöåññà ëþáîé ðàçìåðíîñòè è
îáùóþ ìîäåëü VAR(p). Îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ïðîöåññ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî
èç öåïî÷êè ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé. È, íàêîíåö, ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ìî-
äåëè :VAR(p)  tptptt yAyAy ε

rrrr
+++= −− ...11 . Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â

äðóãîì âèäå ïîñëå òàêèõ æå ïðåîáðàçîâàíèé, êàê è ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ ADF-
òåñòà:

tptpttt yByByy ε
rrrrr

+∆++∆+Π−=∆ +−−−− 11111 ... .

Çäåñü ìàòðèöà pAAAI −−−−=Π ...21 , à ìàòðèöû 11 ,.., −pBB  âûðàæàþòñÿ ÷å-

ðåç ìàòðèöû pAA ,...,1  ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∑
+=

−=
p

ji
ij AB

1

. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî,

÷òî íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè ñâÿçàíî ñ âûðîæäåííîñòüþ ìàòðèöû Π , èëè, áîëåå
òî÷íî, ÷òî êîëè÷åñòâî êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ â òî÷íîñòè ðàâíî ðàíãó ìàòðè-
öû Π, òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ áëî÷íûõ ìàòðèö è îñòàíåòñÿ çà ðàìêàìè íàøåãî
êóðñà. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, äëÿ p = 2 â ó÷åáíèêå Äæîíñòîíà è
Äè Íàðäî [12]. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â ñòàíäàðòíîì ñâåäåíèè ñèñòå-
ìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà p  äëÿ n  ïåðåìåííûõ ê ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íî äëÿ pn  ïåðåìåííûõ. Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàííîé
ñèñòåìû îáëàäàåò áëî÷íîé ñòðóêòóðîé, à õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èñõîäíîé
è ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåì ñîâïàäàþò. Ýòà ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà è ÿâëÿåòñÿ íàè-
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áîëåå ñëîæíîé òåõíè÷åñêè. Äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, êàê ìû óæå óïîìèíàëè, õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä: 0)...det( 1

1 =−−− −
p

pp AAI λλ . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå åäèíè÷íîãî êîðíÿ ó èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíî
ñóùåñòâîâàíèþ íóëåâîãî êîðíÿ ó âûøåïðèâåäåííîé ìàòðèöû Π . Ñ ïîìîùüþ ðàñ-
ñóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðîâåäåííûì âûøå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ-
÷åíèþ. Ðàíã ìàòðèöû pAAAI −−−−=Π ...21  ðàâåí ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ. Ýòîò ïîêàçàòåëü ïðèíÿòî íàçûâàòü êîèíòåãðèðóþ-
ùèì ðàíãîì.

Èòàê, åñëè ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà tyr  ñóùåñòâóþò êîèíòåãðèðóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ, òî èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî êîëè÷åñòâó íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ìàòðèöû Π , ïðè÷åì íå âñå êîèíòåãðèðóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äàþò ñòàöèîíàðíûå
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè.

Ëåêöèÿ 15

Êîèíòåãðàöèîííàÿ ðåãðåññèÿ è òåñòèðîâàíèå êîèíòåãðàöèè

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè êîèíòåãðàöèþ êàê íåêîòîðîå ñóãóáî òåîðåòè-
÷åñêîå ñâîéñòâî. Ïîñìîòðèì, ÷òî ìåíÿåò íàëè÷èå ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ îöåíèâàíèÿ
ðåãðåññèé ñ íåñòàöèîíàðíûìè ïåðåìåííûìè. Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåííîìó â ïðå-
äûäóùåé ëåêöèè ïðèìåðó Ãðýíæåðà è Ýíãëà: ñëó÷àéíûå ïðîöåññû tX  è tY  îïðå-

äåëåíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: ttt uYX =+ β , ttt YX να =+ , ãäå ttt uu 11 ε+= − ,

è ttt 21 ερνν += −  ( tt 21 εε и  – íåêîððåëèðîâàííûå áåëûå øóìû). Ìû óæå óñòàíî-

âèëè, ÷òî tX  è tY  êîèíòåãðèðîâàíû. Ïóñòü ó íàñ åñòü âûáîðêà îáúåìà T èç îáåèõ

ïåðåìåííûõ. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü îáû÷íóþ ðåãðåññèþ tX  íà tY  ìåòîäîì íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Êàê ìû ïîìíèì, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îïàñíîñòü ïîëó-
÷èòü â ðåçóëüòàòå êàæóùóþñÿ ðåãðåññèþ. Óäèâèòåëüíàÿ âåùü çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî tX  è tY  ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè òèïà )1(I , îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ïðîöåññû êîèíòåãðèðîâàíû, îöåíêà ÌÍÊ êîýôôèöèåí-
òîâ ðåãðåññèè ñòàíîâèòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé. È ìîæíî, íåñìîòðÿ íà íåñòàöèîíàðíîñòü
ïåðåìåííûõ, ïðèìåíÿòü îáû÷íûå ðåãðåññèîííûå ìåòîäû.

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, ïî÷åìó ýòî òàê. Îöåíêà êîýôôèöèåíòà íàêëîíà â ðåã-

ðåññèè ttt YX εγα ++=  áóäåò âûðàæåíà èçâåñòíûì âûðàæåíèåì 
∑

∑=
Λ

2
t

tt

y
yx

γ . Ïî-

ñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îáåèõ ïåðåìåííûõ ðàâíû íóëþ, ìîæíî çàìå-
íèòü â ýòîì âûðàæåíèè ñòðî÷íûå áóêâû ïðîïèñíûìè. Èñïîëüçóåì ïðèâåäåííóþ
ôîðìó íàøåé ñèñòåìû:

ttt uX ν
βα

β
βα

α
−

−
−

=

ttt uY ν
βαβα −

+
−

−=
11 .
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ñëóöêîãî è òîò ôàêò, ÷òî äèñïåðñèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðî-
öåññà tv  ïîñòîÿííà, à äèñïåðñèÿ ïðîöåññà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ tu  ñòðåìèòñÿ ê

áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì:
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Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà ÌÍÊ êîýôôèöèåíòà íàêëîíà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëü-
íîé îöåíêîé íîðìèðîâàííîãî êîèíòåãðèðóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ. Áîëåå òîãî, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îöåíêè âûøå, ÷åì â ñëó÷àå îöåíêè ÌÍÊ äëÿ
ñòàöèîíàðíûõ ðåãðåññèé [22]. Ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ðàñòåò
ïðîïîðöèîíàëüíî ,T  ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðè íàëè÷èè êîèíòåãðàöèè ïðîïîðöèî-

íàëüíà 
T
1 , â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåãðåññîðîâ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

ïðîïîðöèîíàëüíà òîëüêî 
T
1 . Ýòî ñâîéñòâî îöåíîê ÌÍÊ ïðè íàëè÷èè êîèíòåãðà-

öèè íàçûâàþò ñóïåðñîñòîÿòåëüíîñòüþ.
Îäíàêî ðåãðåññèÿ tX  íà tY  èñïîëüçóåò íå âñþ èíôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ

â èñõîäíîé ìîäåëè. Óìíîæèì âòîðîå èç óðàâíåíèé ïðèâåäåííîé ôîðìû íà α  è
ñëîæèì ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì. Ïîëó÷èì 1−==+ tttt YX ρυυα . Ñòàíäàðòíûì îá-

ðàçîì ïîëó÷àåì:

ttttttt YXYX 2111 )( ερυυαρα =−=+−+ −−− ,

èëè ttttt YXYX 211 ))(1( εαρα ++−+∆−=∆ −− .

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óæå çíàêîìóþ íàì ìîäåëü êîððåêöèè
îøèáêàìè, â êîòîðîì êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå èãðàåò ðîëü äîëãîñðî÷íîãî
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè. Ýòà ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ADL(1,1) c
íåñòàöèîíàðíûìè ðåãðåññîðàìè, à èìåííî: ttttt YYXX 211 ερααρ +−−= −− . Ïî-

íÿòíî, ÷òî ECM è ADL(1,1) ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðèçàöèÿìè îäíîé è òîé
æå ìîäåëè. Ïðè ýòîì, åñëè îöåíèâàòü ìîäåëü â âèäå ECM ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ, òî êàê îáúÿñíÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ tX∆ , òàê è ðåãðåññîðû tY∆  è

)( 11 −− + tt YX α  ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Ïîýòîìó îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ECM-

ïðåäñòàâëåíèÿ çàâåäîìî ñîñòîÿòåëüíû. Ïîñêîëüêó îöåíêè ADL-ïðåäñòàâëåíèÿ
îäíîçíà÷íî ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ÷åðåç îöåíêè ECM-ïðåäñòàâëåíèÿ, îíè òàêæå ñî-
ñòîÿòåëüíû.

Îáùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Ñèìñîì, Ñòîêîì è Óîòñîíîì [21], ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Åñëè ïðè íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèè ìîäåëè ïàðàìåòð ìîæåò áûòü
âûðàæåí êàê êîýôôèöèåíò ïðè ïåðåìåííîé òèïà )0(I , îáû÷íûå òåñòîâûå ñòàòè-
ñòèêè äëÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà àñèìïòîòè÷åñêè ñïðàâåäëèâû. Áîëåå òîãî, åñëè
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ïðè íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèè ìîäåëè ïîäìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ êî-
ýôôèöèåíòàìè ïðè ïåðåìåííûõ òèïà )0(I , îáû÷íûå òåñòîâûå ñòàòèñòèêè äëÿ
ýòîãî ïîäìíîæåñòâà êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêè ñïðàâåäëèâû. Äîêàçàòåëüñò-
âî ýòîãî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîãî ðåçóëüòàòà âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Îáðà-
òèòå âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ïðèìåíèìîñòè îáû÷íûõ òåñòîâûõ ïðîöåäóð è òàáëèö ðàñ-
ïðåäåëåíèé äîñòàòî÷íî ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè ïîäõîäÿùåé ïàðàìåòðèçà-
öèè, âîâñå íå òðåáóåòñÿ îöåíèâàòü êîýôôèöèåíòû èìåííî ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè.
Íàïðèìåð, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îöåíêè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ECM è ADL
ïðåäñòàâëåíèé àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ïåðåìåííûå êîèíòåãðèðîâàíû.
Âïðî÷åì, â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ ýêâèâàëåíòíîñòü íå ãàðàíòèðîâàíà, è ñóùåñòâóåò
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ãäå îáñóæäàþòñÿ ïðåèìóùåñòâà òîé èëè èíîé ïàðàìåòðè-
çàöèè â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ.

Îáùèé âûâîä òàêîâ: îäíè è òå æå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ è äèàãíîñòè÷åñêèå
ïðîöåäóðû ïðèìåíèìû êàê äëÿ ñòàöèîíàðíûõ, òàê è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ðåãðåñ-
ñîðîâ òèïà )1(I , åñëè ïîñëåäíèå êîèíòåãðèðîâàíû. Ïîýòîìó êëþ÷åâûì âîïðîñîì
ÿâëÿåòñÿ òåñòèðîâàíèå íàëè÷èÿ êîèíòåãðàöèè íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. Ïåðâàÿ
òåñòîâàÿ äâóõøàãîâàÿ ïðîöåäóðà áûëà ïðåäëîæåíà Ýíãëîì è Ãðýíæåðîì [4]. Ðàñ-
ñìîòðèì åå íà ïðèìåðå ðåãðåññèè ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè òèïà )1(I .

1 øàã. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî îáà ðåãðåññîðà îòíîñÿòñÿ ê òèïó )1(I . Ñòðîèì îáû÷-

íóþ ðåãðåññèþ ïåðåìåííîé tX  íà ïåðåìåííóþ tY  ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

2 øàã. Ïðîâåðÿåì îñòàòêè ðåãðåññèè íà ñòàöèîíàðíîñòü. Åñëè îñòàòêè ÿâ-

ëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûì âðåìåííûì ðÿäîì, òî ïðîöåññû tX  è tY  êîèíòåãðèðîâàíû.

Åñëè æå îñòàòêè îòíîñÿòñÿ ê òèïó )1(I , òî êîèíòåãðàöèÿ îòñóòñòâóåò. Åñëè ïðî-

öåññû êîèíòåãðèðîâàíû, òî ðåãðåññèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà ïåðâîì øàãå, íàçûâàåòñÿ

êîèíòåãðèðóþùåé (cointegrating regression).
Äëÿ ïðîâåðêè ïîðÿäêà èíòåãðàöèè îñòàòêîâ àâòîðû ïðåäëîæèëè ïðèìåíÿòü

òåñò Äèêêè–Ôóëëåðà, íî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ òàáëèö ýòîãî òåñòà â äàííîì ñëó-
÷àå íå ãîäÿòñÿ. Âñïîìíèòå, ÷òî òàáëèöû ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ
Ìîíòå–Êàðëî äëÿ ñãåíåðèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Â ýòîì æå ñëó÷àå
èññëåäóåìûé ïðîöåññ ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ «îöåíåííûì». Â ÷àñòíîñòè, ñóììà îøèáîê ðàâíà 0. Òàáëèöû
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé äëÿ ïðîöåäóðû Ýíãëà–Ãðýíæåðà áûëè ïðèâåäåíû â ðàáîòå
Ìàê-Êèííîíà [14]. Îíè áîëüøå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ÷åì êðèòè÷åñêèå çíà÷å-
íèÿ ñòàòèñòèêè Äèêêè–Ôóëëåðà µτ  äëÿ òîãî æå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè. Äðóãèìè

ñëîâàìè, êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ òåñòà íà íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè ëåæàò ëåâåå êðè-
òè÷åñêèõ çíà÷åíèé òåñòà Äèêêè–Ôóëëåðà. Íàïðèìåð, íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 5%
äëÿ T=100, îòñóòñòâèÿ ëàãîâ è òðåíäà â ìîäåëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ òåñòà
Äèêêè–Ôóëëåðà ðàâíî –1,945, à äëÿ òåñòà íà íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè ñîîòâåòñò-
âóþùåå çíà÷åíèå ðàâíî –3,396. Ïîñêîëüêó íóëåâàÿ ãèïîòåçà çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè-
÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ ó ðÿäà îñòàòêîâ, ò.å. â îòñóòñòâèè êîèíòåãðàöèè, êðèòè-
÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñìåùåíû â ñòîðîíó ãèïîòåçû î íàëè÷èè êîèíòåãðàöèè. Â âûøå-
óïîìÿíóòîé ðàáîòå Ìàê-Êèííîí ïðåäëîæèë àïïðîêñèìèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ
ðàñ÷åòà êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë, êîòîðàÿ è èñïîëüçóåòñÿ â áîëüøèíñòâå ñïåöèàëèçè-
ðîâàííûõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì. Ýòà àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ íîñèò íàç-
âàíèå ïîâåðõíîñòè îòêëèêà è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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T
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T
k

kTC ++=α ,

ãäå ),( TC α  – îäíîñòîðîííÿÿ α -ïðîöåíòíàÿ òî÷êà äëÿ âûáîðêè ðàçìåðà T, 0k  –

àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû, à äâà âòîðûõ ñëàãàåìûõ âû-
ðàæàþò ïîïðàâêè íà êîíå÷íîñòü âûáîðêè. Ìàê-Êèííîí ïðèâåë òàáëèöó çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ïîâåðõíîñòè îòêëèêà 210 ,, kkk  â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà íàáëþäåíèé T

è êîëè÷åñòâà ðåãðåññîðîâ â òåñòîâîì óðàâíåíèè áåç ó÷åòà êîíñòàíòû. Âêëþ÷åíèå
è íåâêëþ÷åíèå ëèíåéíîãî òðåíäà â èñõîäíîå óðàâíåíèå ðåãðåññèè äàåò äâà íàáîðà
òàáëèö êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.

Ëèíåéíûé òðåíä òàêæå ìîæåò áûòü äîáàâëåí â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíî-
øåíèå, ÷òî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ òàáëèö. Íåîáõîäèìîñòü âêëþ÷åíèÿ ëèíåéíîãî
òðåíäà â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå ìîæåò âîçíèêíóòü â ñëåäóþùåì ñëó÷àå.
Èññëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíîñòè ADF-òåñòîì ìîæåò ïîêàçàòü íàëè÷èå äåòåðìè-
íèðîâàííîãî òðåíäà è åäèíè÷íîãî êîðíÿ îäíîâðåìåííî ó îäíîé èç èññëåäóåìûõ
ïåðåìåííûõ. Åñëè âòîðàÿ ïåðåìåííàÿ (èëè íå âñå èç ïåðåìåííûõ â îáùåì ñëó÷àå)
íå ñîäåðæèò äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä, ñëåäóåò âêëþ÷èòü åãî â êîèíòåãðèðóþ-
ùåå ñîîòíîøåíèå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî îáåñïå÷èòü «áàëàíñ» ñëàãàåìû-
ìè ðàçëè÷íîãî òèïà â êîèíòåãðèðóþùåì óðàâíåíèè. Åñëè áîëåå ÷åì îäíà ïåðå-
ìåííàÿ ñîäåðæèò íàðÿäó ñ åäèíè÷íûì êîðíåì äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä, òî ýòè
äåòåðìèðîâàííûå òðåíäû ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà. Íî
÷òîáû äîïóñòèòü âîçìîæíîñòü îòñóòñòâèÿ òàêîé êîìïåíñàöèè è òåñòèðîâàòü åå,
ñëåäóåò âñå æå âêëþ÷èòü äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíî-
øåíèå. Ñèòóàöèþ, êîãäà äâå ïåðåìåííûå îáå ñîäåðæàò äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä,
è ýòè òðåíäû êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà, èíîãäà íàçûâàþò äåòåðìèíèðîâàííîé
êîèíòåãðàöèåé.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ
ïðåäïèñûâàåò îïðåäåëåííûé êîýôôèöèåíò â äîëãîñðî÷íîì ñîîòíîøåíèè (ðàâíî-
âåñèè). Íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîòðåáëåíèÿ ïî Êåéíñó ïðåäïîëàãàåòñÿ
åäèíè÷íàÿ äîëãîñðî÷íàÿ ýëàñòè÷íîñòü ïîòðåáëåíèÿ ïî ðàñïîëàãàåìîìó äîõîäó.
Äëÿ äàííûõ, âûðàæåííûõ â ëîãàðèôìàõ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàì çàðàíåå èçâåñòåí
êîèíòåãðèðóþùèé âåêòîð (1 –1). Â ýòîì ñëó÷àå íà ïåðâîì øàãå ïðîöåäóðû Ýíã-
ëà–Ãðýíæåðà íåò íóæäû îöåíèâàòü ðåãðåññèþ, è îñòàòêè ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòî âû-
÷èòàíèåì ïåðåìåííûõ. Òåïåðü ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íàëè÷èè êîèíòåãðàöèè ìîæåò
áûòü ïðîâåäåíà íåïîñðåäñòâåííî ïî òàáëèöàì òåñòà Äèêêè–Ôóëëåðà, òàê êàê îñ-
òàòêè áîëåå íå ÿâëÿþòñÿ «îöåíêîé».

Åñëè òåñò Ýíãëà–Ãðýíæåðà ïîêàçàë íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè, òî âîçìîæíî
îïèñàòü â ìîäåëè íå òîëüêî äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâåñèå, íî è äèíàìèêó äâèæåíèÿ ê
ýòîìó äîëãîñðî÷íîìó ðàâíîâåñèþ. Äëÿ ýòîãî ðàçóìíî äîáàâèòü â èñõîäíóþ ðåãðåñ-
ñèþ äîïîëíèòåëüíûé ðåãðåññîð – êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå â ïðåäûäóùèé
ìîìåíò âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñòðîèì Error correction model. Îáðàòèòå
âíèìàíèå, íàñêîëüêî ïîëåçíåé ýòîò ïîäõîä ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêåíñà, èç êîòîðî-
ãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðîöåññû îêàçûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè òèïà )1(I , òî âî èç-

áåæàíèå êàæóùåéñÿ ðåãðåññèè ìû ñòðîèì ðåãðåññèþ ïåðâîé ðàçíîñòè tX∆  íà ïåð-

âóþ ðàçíîñòü tY∆ . Ïðè ïåðåõîäå ê ðàçíîñòÿì âñÿêàÿ èíôîðìàöèÿ î äîëãîñðî÷íîé

âçàèìîñâÿçè ðÿäîâ òåðÿåòñÿ. Ïîíÿòèå êîèíòåãðàöèè ïîìîãàåò ðåçêî óëó÷øèòü ñè-

http://www.pdffactory.com


2003 ËÅÊÖÈÎÍÍÛÅ È ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÛ 93

òóàöèþ. Òåïåðü êðîìå ñîñòàâëÿþùèõ, îïèñûâàþùèõ êðàòêîñðî÷íîå ïîâåäåíèå, ïî-
ëó÷åííàÿ ìîäåëü ñâÿçûâàåò è äîëãîñðî÷íîå, è êðàòêîñðî÷íîå ïîâåäåíèå.

Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ìîäåëü
è â âèäå ADL-ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå òàêæå îòðàæàåò è êðàòêîñðî÷-
íîå, è äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå, íî åãî ïàðàìåòðû óæå íå äîïóñêàþò íåïîñðåäñò-
âåííîé èíòåðïðåòàöèè. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû áûòü óâåðåííûì, ÷òî îöåíèâàíèå ADL-
ìîäåëè ïðèâåäåò ê ñîñòîÿòåëüíûì îöåíêàì åå ïàðàìåòðîâ, íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî
óñòàíîâèòü íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè ïåðåìåííûõ. Îáà ìåòîäà îöåíêè àñèìïòîòè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíû, íî â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ äàþò íåñêîëêî ðàçíûå îöåíêè. Ñòîê
[22] ïîêàçàë, ÷òî â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ ïðîöåäóðà Ýíãëà–Ãðýíæåðà äàåò íåñêîëü-
êî áîëüøåå ñìåùåíèå îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ.

Òåñò Éîõàíñåíà

Îñíîâíûå èç ïðèìåíÿåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåñòîâ íàëè÷èÿ êîèíòåãðàöèè
[24] îñíîâàíû íà ñâÿçè êîëè÷åñòâà êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ ñ ðàíãîì ìàòðèöû
Π  â VAR-ïðåäñòàâëåíèè ìíîãîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà, à ñëåäîâàòåëüíî, ñ êî-
ëè÷åñòâîì íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòîé ìàòðèöû. Ìû ðàññìîòðèì ëèøü îäèí
èç òåñòîâ, ïðåäëîæåííûé Éîõàíñåíîì â ñåðèè ðàáîò [9, 11, 12]. Ïîæàëóé, ýòîò
òåñò ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì è âõîäèò â áîëüøèíñòâî ñïåöèàëèçèðîâàí-
íûõ êîìïüþòåðíûõ ïàêåòîâ, â ÷àñòíîñòè â Eviews.

Ïåðâûì øàãîì â ðåàëèçàöèè òåñòà Éîõàíñåíà ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ìîäåëè
VAR(p) äëÿ çàäàííîãî k-ìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà

tptptt YAYAtY εβµ
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Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüþ â íåå äîáàâëåíû âåêòîðû ëè-
íåéíîãî òðåíäà è äîïóñêàåòñÿ íåíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ êàæäîé
èç êîìïîíåíò. Ôèãóðíûå ñêîáêè óêàçûâàþò, ÷òî ìîäåëü ìîæåò íå ñîäåðæàòü íè
îäíîãî èç ýòèõ ñëàãàåìûõ, ìîæåò âêëþ÷àòü òîëüêî âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, à
ìîæåò âêëþ÷àòü îáà äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Ðàçóìååòñÿ, îáû÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ îñòàòêîâ ìîäåëè ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè: îñòàòêè ãîìîñêåäàñòè÷íû è
íå êîððåëèðîâàííû. Ïåðâîíà÷àëüíî Éîõàíñåí òðåáîâàë òàêæå íîðìàëüíîñòè îñ-
òàòêîâ, íî â 1995 ã. îñëàáèë ýòî óñëîâèå äî òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû îñòàòêè íå î÷åíü
ñèëüíî îòëè÷àëèñü îò Ãàóññîâà áåëîãî øóìà [10]. Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè òåñòû
äëÿ ïðîâåðêè ýòèõ ñâîéñòâ.

Ïîðÿäîê ìîäåëè p âûáèðàþò îáû÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèîííûõ
êðèòåðèåâ Àêàèêå è Øâàðöà ñðåäè ìîäåëåé, ïðîøåäøèõ äèàãíîñòèêó îñòàòêîâ.
Ïðè ïåðåáîðå ìîäåëåé âêëþ÷àþò/èñêëþ÷àþò òàêæå ñâîáîäíûå ÷ëåí è ëèíåéíûé
òðåíä. Âîçìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ïîðÿäîê VAR-ìîäåëè ðà-
âåí p, ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû, ÷òî ðàíã ðàâåí q < p. Äëÿ ïðîâåðêè èñ-
ïîëüçóåòñÿ òåñò îòíîøåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ. Åñëè âåêòîð ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé
ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì áåëûì øóìîì, òî ëîãàðèôì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ T
íàáëþäåíèé è k-ìåðíîé ïåðåìåííîé ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä [7]:

1ˆln
2

ln −Ω+=
Tconstl ,

ãäå Ω̂  – îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îñòàòêîâ VAR-ìîäåëè. Îòíîøåíèå
ïðàâäîïîäîáèé ïîýòîìó ïðèíèìàåò âèä:
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)ˆlnˆ(ln)ln(ln2 11 −− Ω−Ω=−−= pqpq TllLR .

Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû, ò.å. åñëè ïîðÿäîê ìîäåëè ðàâåí p, ýòà ñòà-
òèñòèêà ðàñïðåäåëåíà àñèìïòîòè÷åñêè êàê õè-êâàäðàò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû
ðàâíûì )(2 qpk − .

Ïîñëå îöåíêè VAR-ìîäåëè â òåñòå Éîõàíñåíà ðàññ÷èòûâàåòñÿ îöåíêà ìàò-
ðèöû pAAAI −−−−=Π ...21 , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ECM-ïðåäñòàâëåíèþ ìîäåëè
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+∆++∆+Π−++=∆ +−−−− 11111 ...}{ . Íóëåâîé ãèïîòåçîé ÿâëÿ-

åòñÿ òî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû Π  íå ïðåâûøàåò íåêîòîðîãî ÷èñëà kr < . Â êà÷åñòâå
àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû èñïîëüçóåòñÿ krankH =Π:1 , èëè 1:1 +=Π rrankH .
Ñòàòèñòèêà äëÿ ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòåçû ïðîòèâ ïåðâîé èç ïðèâåäåííûõ àëü-

òåðíàòèâíûõ èìååò âèä )~1ln(
1

∑
+=

−−
k

ri
iT λ  è íàçûâàåòñÿ trace statistic. Íàçâàíèå

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñòàòèñòèêà ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììå ëîãàðèôìîâ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë ìàòðèöû (îñòàëüíûå )( rk −  ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ÷èòàþòñÿ íóëåâûìè), ò.å.
ñëåäó ìàòðèöû. Äëÿ ïðîâåðêè ïðîòèâ âòîðîé àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû òåñòîâàÿ

ñòàòèñòèêà ïðèíèìàåò âèä: )~1ln( 1+−− rT λ  è íàçûâàåòñÿ max statistic. Íàçâàíèå
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñòàòèñòèêà ïðîïîðöèîíàëüíà ëîãàðèôìó ìàêñèìàëüíîãî èç ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû, ñ÷èòàþùèõñÿ íóëåâûìè. Â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ

÷åðåç iλ
~

 îáîçíà÷åíà îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ i-ãî êîðíÿ ïîëó÷åííîãî

Éîõàíñåíîì óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîðíè óïîðÿäî÷åíû â ïî-
ðÿäêå óáûâàíèÿ.

Â ïàêåòå Eviwes ïðèìåíÿåòñÿ trace statistic. Â ýòîì ïàêåòå ïîñëåäîâàòåëüíî
ïåðåáèðàþòñÿ çíà÷åíèÿ r îò 0 äî k. Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà 0=r  íå îòâåðãàåòñÿ
óæå íà ïåðâîì øàãå, òî ïðîöåññ íåñòàöèîíàðíûé, è êîèíòåãðàöèè íå ñóùåñòâóåò.
Åñëè ãèïîòåçà 0=r  îòâåðãàåòñÿ, íà ñëåäóþùåì øàãå ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà 1=r .
Åñëè îíà íå îòâåðãàåòñÿ, òî êîèíòåãðèðóþùèé ðàíã ðàâåí 1. Åñëè æå ãèïîòåçà
îòâåðãàåòñÿ, òî ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå íóëåâîé ãèïîòåçû 2=r , è òàê äàëåå. Ñòà-
öèîíàðíîñòè èññëåäóåìîãî ìíîãîìåðíîãî ïðîöåññà ñîîòâåòñòâóåò îòâåðæåíèå íó-
ëåâîé ãèïîòåçû ïðè âñåõ kr < .

Ðàñïðåäåëåíèÿ îáåèõ òåñòîâûõ ñòàòèñòèê íå ñòàíäàðòíû, è èõ êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû ìîäåëèðîâàíèåì Ìîíòå–Êàðëî. Òàáëèöû êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë
çàâèñÿò îò òîãî, âõîäÿò ëè äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä è ñâîáîäíûé ÷ëåí â VAR-
óðàâíåíèå, è âõîäèò ëè ëèíåéíûé ÷ëåí â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå. Â ïàêå-
òå Eviåws ðåàëèçîâàíû ñëåäóþùèå ïÿòü âîçìîæíîñòåé:

• íè ñâîáîäíûé ÷ëåí, íè òðåíä íå âõîäÿò íè â VAR-óðàâíåíèå, íè â êîèí-
òåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå;

• ñâîáîäíûé ÷ëåí âõîäèò â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå, íè ñâîáîäíûé
÷ëåí íè òðåíä íå âõîäÿò â VAR-óðàâíåíèå;

• ñâîáîäíûé ÷ëåí âõîäèò êàê â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå, òàê è â VAR-
óðàâíåíèå;

• ñâîáîäíûé ÷ëåí è òðåíä âõîäÿò â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå, òðåíä
íå âõîäèò â VAR-óðàâíåíèå;
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• ñâîáîäíûé ÷ëåí è òðåíä âõîäÿò â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå, òðåíä
âõîäèò â VAR-óðàâíåíèå.

Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ ïîäðàçóìåâàþò îòñóòñòâèå äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà
â äàííûõ, äâà ñëåäóþùèõ – íàëè÷èå äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà â äàííûõ, à ïî-
ñëåäíèé äîïóñêàåò íàëè÷èå êâàäðàòè÷íîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà â äàííûõ.
Íóæíûé âàðèàíò òåñòà îáû÷íî âûáèðàþò èñõîäÿ èç õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ äàííûõ
è òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé î âèäå äîëãîñðî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðå-
ìåííûìè.

Ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé – ýòî îòñóòñòâèå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà êàê â êîèíòåãðè-
ðóþùåì óðàâíåíèè, òàê è â VAR-ìîäåëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðåìåííûõ ðàâíû íóëþ. Âèçóàëüíàÿ èíñïåêöèÿ
äàííûõ è ïðîâåðêà âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ íà ðàâåíñòâî íóëþ îáû÷íî äîñòàòî÷íû
äëÿ îòêàçà îò òàêîé ñïåöèôèêàöèè òåñòà Éîõàíñåíà (ïåðâîé â íàøåì ñïèñêå).

×àñòî êîèíòåãðèðóþùåå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ñâîáîäíûé ÷ëåí èç òåîðåòè÷å-
ñêèõ ñîîáðàæåíèé. Òàê, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè òèïà Êîá-
áà–Äóãëàñà èëè ôóíêöèè ïîòðåáëåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêëîííîñòüþ ê ïîòðåáëåíèþ
ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ëèíåéíîé â ëîãàðèôìàõ ìîäåëè. Ïðè
ýòîì ìàñøòàáèðóþùèé ìíîæèòåëü, âõîäÿùèé â èñõîäíóþ ñïåöèôèêàöèþ ìîäåëè,
ïåðåõîäèò ïðè ëîãàðèôìèðîâàíèè â ñâîáîäíûé ÷ëåí (êîíñòàíòó) óðàâíåíèÿ äîëãî-

ñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Ðàç êîèíòåãðàöèÿ ñóùåñòâóåò, òî ìàòðèöà Tαβ=Π  ìîæåò
áûòü ôàêòîðèçîâàíà, è ECM ïðåäñòàâëåíèå â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
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îáîçíà÷åíà áëî÷íàÿ ìàòðèöà, íèæíèé áëîê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ñòðîêîé, ñî-
ñòàâëåííîé èç âõîäÿùèõ â êîèíòåãðèðóþùèå ñîîòíîøåíèÿ êîíñòàíò. Âåêòîð
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1
1tyr , â ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèò â íèæíåì áëîêå ÷èñëî 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, â

ECM-ìîäåëè êîíñòàíòû âõîäÿò òîëüêî â «äîëãîñðî÷íóþ ÷àñòü» è îòñóòñòâóþò â
«êðàòêîñðî÷íîé». Ïðè ïåðåõîäå îò ECM-ïðåäñòàâëåíèÿ ê VAR-ìîäåëè ìû äîëæ-
íû «ñìèðèòüñÿ» ñ ïðèñóòñòâèåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà è â VAR-ìîäåëè.

Êðîìå òîãî, ñàìî VAR-ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò âêëþ÷àòü ñâîáîäíûé ÷ëåí, äà-
æå åñëè äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâåñèå íå ïîäðàçóìåâàåò êîíñòàíòû. Âåäü àïðèîðè íå
âñåãäà åñòü îñíîâàíèÿ îòðèöàòü íåíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âñåõ êîìïî-
íåíò ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîä ê ECM-ïðåäñòàâ-
ëåíèþ äàñò âåêòîð êîíñòàíò â «êðàòêîñðî÷íîé ÷àñòè» ìîäåëè, íåçàâèñèìî îò íà-
ëè÷èÿ/îòñóòñòâèÿ êîíñòàíò â «äîëãîñðî÷íîé ÷àñòè». Íî åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà
äàííûõ èíòåãðèðîâàíû, òî íàëè÷èå êîíñòàíòû â óðàâíåíèè êðàòêîñðî÷íîãî ïîâå-
äåíèÿ îçíà÷àåò íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà â äàííûõ.
Ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ ñ äðåéôîì. Òàêèì îáðà-
çîì, íàëè÷èå âåêòîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ â VAR-ìîäåëè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü
äâóì êà÷åñòâåííî î÷åíü ðàçíûì ñëó÷àÿì:

• åñëè âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ VAR-ìîäåëè ïîëíîñòüþ ïåðåõîäèò â êîèí-
òåãðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ECM-ïðåäñòàâëåíèÿ, òî ïîðîæäåííûå òàêîé ìîäåëüþ
äàííûå íå äåìîíñòðèðóþò íàëè÷èÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà;
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• åñëè âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ VAR-ìîäåëè ïåðåõîäèò íå òîëüêî â êîèí-
òåãðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ECM-ïðåäñòàâëåíèÿ, íî è â äîïîëíèòåëüíûé âåêòîð
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ «êðàòêîñðî÷íîé ÷àñòè», òî ïîðîæäåííûå òàêîé ìîäåëüþ äàííûå
äåìîíñòðèðóþò íàëè÷èå äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà.

Ïîýòîìó, åñëè âèçóàëüíàÿ èíñïåêöèÿ äàííûõ è ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè
ñâèäåòåëüñòâóþò îá îòñóòñòâèè â äàííûõ ëèíåéíîãî òðåíäà, à â äîëãîñðî÷íîì ñî-
îòíîøåíèè òðåíä äîëæåí ïðèñóòñòâîâàòü, ìû âûáèðàåì âòîðóþ èç ïÿòè âûøå-
óêàçàííûõ âîçìîæíîñòåé. Åñëè æå àíàëèç ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó íàëè÷èÿ äå-
òåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà â äàííûõ, òî ìû ïðåäïî÷èòàåì òðåòüþ âîçìîæíîñòü.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé âêëþ÷åíèÿ ëèíåéíîãî òðåíäà â êîèí-
òåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå. Åñëè ëèíåéíûé òðåíä èç VAR-ìîäåëè ïðè ïåðåõîäå â
ECM-ïðåäñòàâëåíèå âõîäèò òîëüêî â «äîëãîñðî÷íóþ ÷àñòü», òî ïîðîæäàåìûå äàí-
íûå äîëæíû äåìîíñòðèðîâàòü äåòåðìèíèðîâàííûé ëèíåéíûé òðåíä, è äëÿ òåñòè-
ðîâàíèÿ êîèíòåãðàöèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ÷åòâåðòóþ èç âîçìîæíîñòåé. Åñëè
æå òðåíä ïåðåõîäèò è/èëè â «êðàòêîñðî÷íóþ ÷àñòü», äàííûå äîëæíû äåìîíñòðè-
ðîâàòü óæå êâàäðàòè÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä. Äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ïðåäíà-
çíà÷åíà ïÿòàÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåñòà Éîõàíñåíà. Ê ñîæàëåíèþ, â ëèòå-
ðàòóðå è â îïèñàíèÿõ êîìïüþòåðíûõ ïàêåòîâ ýòè ïÿòü îïöèé îïèñàíû â òåðìèíàõ
îòñóòñòâèÿ/íàëè÷èÿ êîíñòàíòû è òðåíäà â VAR-ìîäåëè è êîèíòåãðèðóþùåì
óðàâíåíèè, õîòÿ ïî ñóòè ðå÷ü èäåò íå î VAR, à î «êðàòêîñðî÷íîé ÷àñòè» ECM-
ïðåäñòàâëåíèÿ. Íàøå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè,
ïîäõîäÿùèìè ê ýêîíîìè÷åñêèì äàííûì ÿâëÿþòñÿ âòîðàÿ è òðåòüÿ îïöèè òåñòà
Éîõàíñåíà.

Íàøå ðàññìîòðåíèå òåñòà Éîõàíñåíà äî ñèõ ïîð îãðàíè÷èâàëîñü âûÿñíåíè-
åì êîèíòåãðèðîâàíû èëè íåò ïåðåìåííûå. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà ïî-
ñòàâëåííûé âîïðîñ ñëåäóåò ïðèñòóïèòü ê îöåíêå ìîäåëè. Éîõàíñåí ïðåäëîæèë íå
òîëüêî ïðîöåäóðó òåñòèðîâàíèÿ êîèíòåãðàöèè, íî è ïðîöåäóðó îöåíèâàíèÿ êîèí-
òåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ. Òàêàÿ îöåíêà (ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ) â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ áîëüøèíñòâà êîìïüþòåðíûõ ðåàëè-
çàöèé òåñòà Éîõàíñåíà. Âñïîìíèì, ÷òî êîèíòåãðèðóþùèå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñòîëá-

öàìè ìàòðèöû β  èç ðàçëîæåíèÿ Tαβ=Π . Âîçìîæíîñòü ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû
ÿâíî óêàçûâàåò íà íàëè÷èå ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó åå ýëåìåíòàìè. Â ñâîþ
î÷åðåäü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó÷åò ýòèõ îãðàíè÷åíèé ïðè îöåíèâàíèè äàñò áîëåå ýô-
ôåêòèâíûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè. Òàêîé ó÷åò ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí
ïóòåì îöåíêè ìîäåëè â ôîðìå ECM ñ ïðÿìûì âêëþ÷åíèåì â íåå äîëãîñðî÷íûõ
ñîîòíîøåíèé (îáîáùåíèå ïðîöåäóðû Ýíãëà–Ãðýíæåðà), ëèáî â VAR-ïðåäñòàâëå-
íèè, îöåíèâàÿ êàæäîå èç óðàâíåíèé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðè îãðàíè-
÷åíèÿõ.

Ñåðüåçíîé ïðàêòè÷åñêîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ îáíàðóæåíèå íåñêîëüêèõ êî-
èíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ. Åñëè ñóùåñòâóåò ëèøü îäíî êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà, åãî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äîëãîñðî÷íîå
ðàâíîâåñèå ìåæäó ýòèìè ïåðåìåííûìè. Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ êîèíòåãðèðóþùèõ
ñîîòíîøåíèé, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé êîìïîíåíò, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. À ýòî îçíà÷àåò, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ëþáàÿ ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé. È
ïîýòîìó ñëîæíî âûÿâèòü êîìáèíàöèè, êîòîðûå ìîæíî ñîäåðæàòåëüíî èíòåðïðè-
òèðîâàòü êàê ýêîíîìè÷åñêèå ðàâíîâåñèÿ. Ìîæíî ñîñëàòüñÿ, íàïðèìåð, íà îïûò
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ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ñïðîñà íà äåíüãè Éîõàíñåíîì è Äæóçåëèóñîì [12] äëÿ Äàíèè
è Ôèíëÿíäèè. Äëÿ Äàíèè èñïîëüçîâàëàñü âûáîðêà êâàðòàëüíûõ äàííûõ ñ I êâ. 1974 ã.
ïî III êâ. 1987 ã. (55 íàáëþäåíèé). Äëÿ Ôèíëÿíäèè âûáîðêà âêëþ÷àëà 67 íàáëþäå-
íèé ñ I êâ. 1958 ã. ïî III êâ. 1984 ã. Äëÿ Äàíèè áûëî ïîëó÷åíî îäíî êîèíòåãðèðóþ-
ùåå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå õîðîøî òðàêòóåòñÿ è äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ñî-
äåðæàòåëüíóþ òåîðåòè÷åñêè ìîäåëü ñïðîñà íà äåíüãè. À âî âòîðîì ñëó÷àå, äëÿ
Ôèíëÿíäèè, áûëî ïîëó÷åíî òðè êîèíòåãðèðóþùèõ ñîîòíîøåíèÿ, è èíòåðïðåòàöèÿ
ïîñòðîåííûõ ñîîòíîøåíèé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàòðóäíåíà.

Ëåêöèÿ 16

Ìîäåëè ñ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ

Ìîäåëèðîâàíèå öåí àêòèâîâ íà ñîâðåìåííûõ ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ ÷àñòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âðåìåííûå ðÿäû íåïëîõî ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû
ìîäåëüþ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ýòîò ýìïèðè÷åñêèé ôàêò íå ïðîòèâîðå÷èò òåî-
ðèè ýôôåêòèâíûõ ðûíêîâ, íî â òî æå âðåìÿ òåîðèÿ ýôôåêòèâíûõ ðûíêîâ äîïóñ-
êàåò áîëåå øèðîêèé êëàññ ìîäåëåé. Â ýòèõ ìîäåëÿõ ïðèðàùåíèÿ ïðîöåññà íå îáÿ-
çàòåëüíî äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû è èìåòü îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñóùåñò-
âåííî, ÷òîáû ïðîöåññ áûë òàêèì, ÷òî äîïóñêàë áû òàê íàçûâàåìóþ «÷åñòíóþ èã-
ðó» (fair play), ÷òîáû íåâîçìîæíî áûëî äîñòè÷ü ãàðàíòèðîâàííîãî âûèãðûøà, îñ-
íîâûâàÿñü íà ïðîøëîé èíôîðìàöèè. Òàêîå ðàñøèðåíèå êëàññà ïðîöåññîâ ñëó÷àé-
íîãî áëóæäàíèÿ äîñòèãàåòñÿ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ ìàðòèíãàëà (martingale). Â àíã-
ëèéñêîì ÿçûêå ñëîâî martingale èìååò äâà çíà÷åíèÿ: ÷àñòü êîíñêîé ñáðóè, ïðå-
ïÿòñòâóþùàÿ ëîøàäè çàäèðàòü ãîëîâó ñëèøêîì âûñîêî, è ñèñòåìà íàçíà÷åíèÿ
ñòàâîê â àçàðòíîé èãðå, ïðè êîòîðîé ñòàâêà óäâàèâàåòñÿ ïðè êàæäîì ïðîèãðûøå.
Êàê ìû óâèäèì, ñâîéñòâà ïðîöåññà-ìàðòèíãàëà äåéñòâèòåëüíî ïîçâîëÿþò ïðîâåñ-
òè íåêîòîðûå àíàëîãèè ñ ýòèìè æèòåéñêèìè ïîíÿòèÿìè.

Ôîðìàëüíî ìàðòèíãàëîì íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ ty , îáëàäàþ-

ùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
• ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t;
• Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà íà îñíîâå âñåé èíôîðìàöèè,

èçâåñòíîé ê ìîìåíòó s, ðàâíî çíà÷åíèþ ïðîöåññà â ìîìåíò s: sst yyE =Ω )(  äëÿ

âñåõ ts ≤ , ãäå sΩ  – ñîâîêóïíîñòü âñåé èíôîðìàöèè ê ìîìåíòó s. Ýòî ñâîéñòâî

íîñèò íàçâàíèå ìàðòèíãàëüíîãî.
Ïðè àíàëèçå îäíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî âðåìåííîãî ðÿäà âñÿ èíôîðìàöèÿ ê

íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè s ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ðåàëèçàöèþ ïðîöåññà
íà îòðåçêå [1, s], è ìàðòèíãàëüíîå ñâîéñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

ssst yyyyyE =),...,( 21  äëÿ âñåõ ts ≤ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå ïðèðàùåíèÿ ïðîöåññà ðàâíî íóëþ, è ïðîãíîç ïðèðàùåíèÿ ìàðòèí-
ãàëà, îáåñïå÷èâàþùèé ìèíèìàëüíóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó, ðàâåí íóëþ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ìàðòèíãàëà. Ïðè àíàëèçå ðåàëüíûõ ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ è èíûå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ ìàðòèíãàëüíîå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü
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çàìåíåíî íåðàâåíñòâîì ssst yyyyyE ≥),...,( 21  äëÿ âñåõ ts ≤ . Òàêîé ïðîöåññ íà-

çûâàåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì. Åñëè æå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæ-
íûì çíàêîì, ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ñóïåðìàðòèíãàëîì.

Èñõîäÿ èç ìàðòèíãàëüíîãî ñâîéñòâà, ìàðòèíãàë ìîæåò áûòü çàïèñàí â ýêâè-
âàëåíòíîé ôîðìå, î÷åíü íàïîìèíàþùåé ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ttt yy η+= −1 , ãäå

tη  íàçûâàåòñÿ ìàðòèíãàëüíûì ïðèðàùåíèåì, èëè ìàðòèíãàëüíîé ðàçíîñòüþ.

Ñâîéñòâà ïðîöåññà tη  äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå

ìàðòèíãàëüíîãî ðàâåíñòâà. Ïðè ýòîì ïðîöåññ tη  íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü ñòà-

öèîíàðíûì, íàïðèìåð, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü çàâèñèìîñòü ìåæäó óñëîâíûìè ìî-
ìåíòàìè ïðîöåññà, óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ìàðòèíãàëüíîé ðàçíîñòè tη

 
ìîæåò çàâè-

ñåòü îò ïðîøëîãî, à ïðîöåññ ty
 
îñòàíåòñÿ ìàðòèíãàëîì.

Ïðàêòèêà ðàáîòû íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ âûÿâèëà åùå íåêîòîðûå ÷åðòû
ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå íå î÷åíü õîðîøî îïèñûâàëèñü óæå ðàçðàáîòàííûìè
ìîäåëÿìè. Â 1982 ã. Ýíãëîì [3] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü, ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå
ìîäåëè ñ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ (autoregressive conditional heteroske-
dastisity, îáû÷íî èñïîëüçóåìàÿ àááðåâèàòóðà ARCH, èëè ARCH-ìîäåëü). Ýíãë
ïðåäëîæèë ýòó ìîäåëü, ÷òîáû îïèñàòü õîðîøî èçâåñòíóþ èç ïðàêòèêè ÷åðòó ïî-
âåäåíèÿ ìíîãèõ ôèíàíñîâûõ ðÿäîâ: êëàñòåðèçàöèþ âîëàòèëüíîñòè, êîãäà ïåðèîäû
áîëüøîé èçìåí÷èâîñòè ïîêàçàòåëÿ ñìåíÿþòñÿ ïåðèîäîì ìàëîé èçìåí÷èâîñòè. Â òî
æå âðåìÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ïîñòîÿíñòâà äèñïåðñèè (êàê ìåðû èçìåí÷èâî-
ñòè) íå îòâåðãàåò ãèïîòåçû î ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè.

Íà÷íåì ñ ïðîñòîé àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè

ttt yy ελ += −1 , ),0(~ 2σε SWNt .

×åðåç ),0( 2σSWN  îáîçíà÷åí òàê íàçûâàåìûé ñèëüíûé áåëûé øóì, äëÿ êîòîðîãî
ñâîéñòâî íåêîððåëèðîâàííîñòè çàìåíåíî íà ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè. Â ýòîé ìîäå-
ëè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 11 )( −− = ttt yyyE λ  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

òåîðåòè÷åñêóþ ðåãðåññèþ è, åñòåñòâåííî, çàâèñèò îò âðåìåíè t. Óñëîâíàÿ äèñïåð-
ñèÿ 2

1 )var( σ=−tt yy  îò âðåìåíè íå çàâèñèò. Ñîîòâåòñòâåííî áåçóñëîâíîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî íóëþ, à áåçóñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ðàâíà 2

2

1 λ
σ
−

. Ýíãë

ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü çàâèñèìîñòü óñëîâíîé äèñïåðñèè îò ïðîøëîãî, îí ñïå-
öèôèöèðîâàë ýòó çàâèñèìîñòü â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå â ëèíåéíîì âèäå:

2
110)var( −+== ttth εααε .

Ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé îøèáêè äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé, ïà-
ðàìåòð 0α  òàêæå äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì, à ïàðàìåòð 1α  – íåîòðèöàòåëü-

íûì. Ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

( ) 212
110

21
−+== ttttt uhu ααεε , ),0(~ 2σε SWNt ,

íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ARCH(1). Ïàðàìåòð â ñêîáêàõ óêàçûâàåò íàèáîëüøóþ äëè-
íó ëàãà â óðàâíåíèè äëÿ äèñïåðñèè. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ýòîãî ïðîöåññà.

,
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Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷èì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ïðîèçâîëüíîãî ïðîöåññà ty  ),...,,( 121 −tt yyyyE  ÷åðåç )(1 tt yE − . Âû÷èñëåíèå óñ-

ëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðîöåññà ARCH(1) äàåò

( ) 0)()( 1
212

1101 =+= −−− ttttt EuuE εαα .

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èòåðèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî îæèäàíèÿ, ïîëó÷èì

0)))...)(((...(()( 1210 == −− tttt uEEEEuE .

Ñëåäîâàòåëüíî, áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà ðàíî íóëþ.
Ïåðåéäåì ê ðàñ÷åòó óñëîâíîé äèñïåðñèè ïðîöåññà ARCH(1).

( ) ( )2
110

22
1

2
110

2
1 )()( −−−− +=+= tttttt uEuuE αασεαα .

Äàëåå 

).())(())((

))(())((
2

2
2

1010
22

21010
22

1210
2

2
110

2
2

2
12

−−−−

−−−−

++=++=+=

=+=

tttt

ttttt

uuuE
uEuEE

αααασαααασαασ

αασ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ áåçóñëîâíîé äèñïåðñèè ïðîöåññà âû÷èñëÿåì èòåðèðîâàí-
íûå îæèäàíèÿ.

( ) 2
01

21
1

2
110

22
1210

2 ...1)))...)(((...(()( uuEEEEuE tt
tttt ασαααασ +++++== −

−− .

Åñëè óðàâíåíèå AR(1) äëÿ äèñïåðñèè ñòàöèîíàðíî, òî 11 <α , è ïåðåéäÿ ê ïðå-

äåëó ïðè ∞→t , ïîëó÷èì 2

1

0

1
)var( σ

α
α
−

=tu . Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò,

÷òî áåçóñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ïðîöåññà ARCH(1) íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ò.å. ñàì
ïðîöåññ ãîìîñêåäàñòè÷åí.

Óñëîâíàÿ àâòîêîâàðèàöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíà íóëþ, òàê êàê
0)()( 1111 == −−−− tttttt uEuuuE . Î÷åâèäíî, ÷òî àâòîêîâàðèàöèè áîëåå âûñîêîãî ïî-

ðÿäêà òàêæå ðàâíû íóëþ. Ìû âèäèì, ÷òî ïðîöåññ ARCH(1) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàð-
íûì áåëûì øóìîì. Ïîïóòíî îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ çíà÷åíèÿ ïðîöåññà
ARCH(1) íåêîððåëèðîâàíû, ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè âîçìóùåíèÿ îò
äèñïåðñèè ïðåäûäóùåãî âîçìóùåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåêîòîðûå òåñòû ìîãóò
âîñïðèíÿòü óñëîâíóþ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü êàê ñâèäåòåëüñòâî àâòîêîððåëÿöèè
îñòàòêîâ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèì «íåäîñòàòêîì» îáëàäàåò ïîïóëÿðíûé òåñò Äàðáèíà–
Óîòñîíà. Ïîýòîìó íàëè÷èå óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè äåëàåò ýòîò òåñò íå-
ïðèìåíèìûì.

Óæå îáîçíà÷åíèå ARCH(1) ïîäðàçóìåâàåò îáîáùåíèå íà ïðîöåññ ARCH(p).
Ýòîò ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òèïà AR(p) äëÿ äèñïåðñèè

22
110 ...)var( ptpttth −− +++== εαεααε , ÷òî äàåò äëÿ ïðîöåññà ARCH(p) ñëåäóþ-

ùåå âûðàæåíèå:

( ) 2122
110

21 ... ptpttttt uuhu −− +++== αααεε , ),0(~ 2σε SWNt .

Î÷åâèäíî, ÷òî êàê óñëîâíîå, òàê è áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ïðîöåññà ARCH(p) ðàâíî íóëþ. Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ïðîöåññà ôàêòè÷åñêè çàäàíà
åãî îïðåäåëåíèåì: ( )22

110
22

1 ...)( ptpttt uuuE −−− +++= ααασ , à áåçóñëîâíàÿ äèñ-
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ïåðñèÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû èòåðèðîâàííîãî îæèäàíèÿ ñ ïîñëå-
äóþùèì ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó áóäåò ñëîæíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé îò
ïàðàìåòðîâ pααα ,...,, 10 . Ñàìîå âàæíîå, ÷òî áåçóñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ íå áóäåò çà-

âèñåòü îò âðåìåíè, ò.å. ïðîöåññ ïî-ïðåæíåìó áóäåò ãîìîñêåäàñòè÷íûì. Òàê æå
ñîõðàíèòñÿ ñâîéñòâî íåêîððåëèðîâàííîñòè, ïîñêîëüêó ýòî ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò
êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ ïðîöåññà, à ëèøü îò ðàâåíñòâà íóëþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ARCH(p) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæ-
äàíèåì è ìàðòèíãàëîì. Óñòàíîâëåííûå ñâîéñòâà ïðîöåññà ARCH(p) îçíà÷àþò, ÷òî
îí ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñòàöèîíàðíûì.

Òåñòèðîâàíèå íàëè÷èÿ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè â îñòàòêàõ ìîäåëè
èëè äëÿ èñõîäíîãî ïðîöåññà íå òðåáóåò ðàçðàáîòêè íîâûõ ñïåöèàëüíûõ òåñòîâ.
Íóëåâàÿ ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè ýêâèâàëåíòíà
ðàâåíñòâó íóëþ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ êðîìå êîýôôèöèåíòà 0α  â óðàâíåíèè äèñ-

ïåðñèè. Ïîýòîìó ïðîâåðêà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.
1. Ñòðîèì íåîáõîäèìóþ ìîäåëü è ïîëó÷àåì ðÿä îñòàòêîâ te . Åñëè èññëåäî-

âàíèþ íà óñëîâíóþ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü ïîäâåðãàåòñÿ îäíîìåðíûé ðÿä èñõîäíûõ
äàííûõ, òî ýòîò øàã íå íóæåí.

2. Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îöåíèâàåì ìîäåëü

tptptt eee νααα ++++= −−
22

110
2 ... .

3. Ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó îá àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèè, ïîñòðîåííîé íà âòîðîì
øàãå: 0...: 10 === pH αα  ïðîòèâ åñòåñòâåííîé àëüòåðíàòèâû 0...: 22

11 >++ pH αα .

Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ, òî íå òîëüêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèñóò-
ñòâèå óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè, íî è îïðåäåëÿåòñÿ äëèíà íàèáîëüøåãî ëàãà,
âõîäÿùåãî â óðàâíåíèå (ïàðàìåòð p).

Îöåíèâàíèå ìîäåëåé, â êîòîðûõ îñòàòêè ïðîÿâëÿþò óñëîâíóþ ãåòåðîñêåäà-
ñòè÷íîñòü, ìîæíî âåñòè â òîì æå êëþ÷å, ÷òî è äëÿ ìîäåëåé ñ ãåòåðîñêåäàñòè÷íû-
ìè îñòàòêàìè, íàïðèìåð ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ òåñòîâ Ïàðêà èëè Ãëåéçåðà. Îöå-
íåííîå íà âòîðîì øàãå óðàâíåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà âåñîâ ñ ïîñëåäóþùèì
ïðèìåíåíèåì âçâåøåííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ èëè äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïåðåìåííûõ, ÷òî îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ñ îöåíåííîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. Òàê æå êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè
âûøåóïîìÿíóòûõ òåñòîâ Ïàðêà è Ãëåéçåðà, ñóùåñòâåííîé ïðàêòè÷åñêîé òðóäíî-
ñòüþ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ îòðèöàòåëüíûõ èëè íóëåâûõ çíà÷åíèé
ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå âåñîâ ïî îáû÷íîé ôîðìóëå

22
110 ˆ...ˆˆ
1

ptpt

t
ee

w
−− +++

=
ααα

.

×òîáû èçáåæàòü ýòîãî, èíîãäà ââîäÿò îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû, íàïðèìåð çàäà-
âàÿ õàðàêòåð óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè

tptptt eee νααα ++++= −−
22

110
2 ... .

Áîëëåðñëåâ [1] ïðåäëîæèë îáîáùåíèå ARCH-ìîäåëè, ïîçâîëÿþùåå äîñòè÷ü
áîëüøåé ãèáêîñòè. Îí ïðåäëîæèë äîáàâèòü â óðàâíåíèå äëÿ äèñïåðñèè çàâèñè-
ìîñòü îò ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé äèñïåðñèè:
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qtqtptpttt hhh −−−− ++++++== γγεαεααε ......)var( 11
22

110 .

Ýòà ìîäåëü ïîëó÷èëà íàçâàíèå îáîáùåííàÿ (generalized) ARCH, GARCH(p,q) –
îáîáùåííàÿ àâòîðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ñ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ. Â íåé
óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ìîäåëè ADL(p,q) è çàâèñèò îò ïðåäûäóùèõ çíà-
÷åíèé óñëîâíîé äèñïåðñèè è êâàäðàòîâ îøèáîê. Èñïîëüçóÿ îïåðàòîðíûå ïîëèíî-
ìû, ìîäåëü GARCH(p,q) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå:

1
2

0 )()()var( −++== tqtptt hLLh γεααε .

Àíàëîãè÷íî ìîäåëÿì òèïà ARMA ìîæíî ïåðåéòè îò ìîäåëè GARCH(p,q) ê
ARCH-ìîäåëè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ëàãîâ:

20

)(1
)(

)(1
)var( t

q

p

q
tt L

L
L

h ε
γ

α
γ
α

ε
−

+
−

== .

Òàêîé ïåðåõîä âîçìîæåí, åñëè êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà )(1 Lqγ−
ëåæàò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà (â äàííîì ñëó÷àå óäîáíåé èñïîëüçîâàòü õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â òàêîé ôîðìå). Åñëè ó ïîëèíîìîâ )(),( LL qp γα  êðîìå òîãî

íåò îáùèõ êîðíåé, òî ïîëîæèòåëüíîñòü äèñïåðñèè áóäåò ãàðàíòèðîâàíà, åñëè âñå

êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè 
)(1

)(
L

L

q

p

γ
α
−

 íåîòðèöàòåëüíû. Íåîá-

õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýòîãî áûëè ïîëó÷åíû Íåëüñîíîì è Êàî [19]. Äëÿ
ïðîöåññà GARCH(1,1), çàäàííîãî óðàâíåíèåì 11

2
110 −− ++= ttt hh γεαα  è âåñüìà

ïîïóëÿðíîãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèíàíñîâûõ ðÿäîâ, ýòè óñëî-
âèÿ îçíà÷àþò íåîòðèöàòåëüíîñòü âñåõ òðåõ ïàðàìåòðîâ.

Óñòàíîâèòü ñâîéñòâà ìîìåíòîâ ïðîöåññà GARCH(p,q) è îãðàíè÷åíèÿ íà êî-
ýôôèöèåíòû ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ GARCH(p,q) ñòàöèîíàðåí, çíà÷èòåëüíî
ñëîæíåå, ÷åì äëÿ ARCH-ïðîöåññîâ. Îáùèå óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè äëÿ ïðîöåññà
GARCH(p,q) â òåðìèíàõ ëàãîâûõ îïåðàòîðîâ áûëè âûâåäåíû Áóæåðîëåì è Ïèêà-
ðîì [2]. Äëÿ ïðîöåññà GARCH(1,1), çàäàííîãî óðàâíåíèåì 11

2
110 −− ++= ttt hh γεαα ,

Íåëüñîí [18] ïîêàçàë, ÷òî êàê tu , òàê è th  áóäóò ñòðîãî ñòàöèîíàðíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà 0))(ln(
2

11 <+
t

t

h
u

E αβ .

Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïðîöåññîâ GARCH(p,q) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ â ïðåäïîëîæåíèè î ãàóññîâîñòè ñèëüíîãî áåëîãî øóìà tε . Ïðè

óâåëè÷åíèè ïîðÿäêà ïðîöåññà GARCH òðóäíîñòè îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ áûñòðî
íàðàñòàþò, òàê ÷òî øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàøåë, ïîæàëóé, òîëüêî ïðîöåññ
GARCH(1,1).

Áûëî ïðåäëîæåíî ìíîãî ìîäèôèêàöèé ìîäåëåé GARCH, ïîäðîáíîå ðàñ-
ñìîòðåíèå êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Ñëåäóÿ Ìèëëñó [15], ðàñ-
ñìîòðèì íà ïðèìåðå ìîäåëè GARCH(1,1) ëèøü îñíîâíûå èäåè, ïîëîæåííûå â îñ-
íîâó òàêèõ ìîäèôèêàöèé.

Îäíà èç íàèáîëåå ðàííèõ ìîäèôèêàöèé áûëà ïðåäëîæåíà Òåéëîðîì [23] è
ðàçâèòà Ñâåðòîì [20]. Â ýòîé ìîäåëè òà æå ñõåìà çàâèñèìîñòè, ÷òî è â GARCH(1,1)
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ïðèìåíåíà ê óñëîâíîìó ñòàíäàðòíîìó îòêëîíåíèþ ïðîöåññà, à íå ê óñëîâíîé äèñ-

ïåðñèè. Ýòà ìîäåëü èìååò âèä 11110 −− ++== tttt uh σγαασ . Â íåé óñðåäíåí-

íàÿ óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ïîëó÷àåòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò óñðåäíåííîãî ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ, à íå óñðåäíåíèåì êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ. Áëàãîäàðÿ
íåðàâåíñòâó Éåíñåíà è âûïóêëîñòè âíèç êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè âëèÿíèå áîëü-
øèõ îòêëîíåíèé â òàêîé ìîäåëè áóäåò îêàçûâàòü ìåíüøåå âëèÿíèå, ÷åì â ìîäåëè
GARCH.

Ïðè àíàëèçå ìíîãèõ ôèíàíñîâûõ ïðîáëåì áûëà çàìå÷åíà àñèììåòðèÿ ðåàê-
öèè íà îòêëîíåíèÿ, íàïðèìåð èíôëÿöèÿ «îõîòíåå» óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷åì óìåíüøà-
åòñÿ. Íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ âîëàòèëüíîñòü áîëåå áûñòðî ðåàãèðóåò íà ïàäåíèå
ðûíêà, ÷åì íà åãî ðîñò. Â 1991 ã. Íåëüñîí [17] ïðåäëîæèë ìîäåëü, ïîëó÷èâøóþ
íàçâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíàÿ (exponential) GARCH (EGARCH) äëÿ îòðàæåíèÿ òà-

êîé àñèììåòðèè. Ìîäåëü èìååò âèä: 11
1

10 lnln −
− +


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Ôóíêöèÿ (.)f  îòðàæàåò ðåàêöèþ íà «íîâîñòè» è ñâÿçàíà ñ êîððåêöèåé òåêóùåãî

óðîâíÿ âîëàòèëüíîñòè thln  óðîâíåì îòêëîíåíèÿ 1−tu . Î÷åâèäíî, ÷òî ðåàêöèÿ

àñèììåòðè÷íà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 01 >−tu  ïîëó÷àåì 11
1

+=
∂

∂

−

θ
tu
f , à ïðè

01 <−tu  ïîëó÷àåì 11
1

−=
∂

∂

−

θ
tu
f . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî )( 1−tuf  ÿâëÿåòñÿ ñèëü-

íûì áåëûì øóìîì ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ïîñòîÿííîé äèñïåð-
ñèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ thln  ïîä÷èíÿåòñÿ ìîäåëè ARMA(1,1) è áóäåò ñòà-

öèîíàðíûì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 11 <γ .
Ìîäåëè GARCH(1,1), EGARCH è ìîäåëü Øâåðòà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû

êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè åäèíîé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé Õèããèíñîì è Áåðà [8]. Ýòà îá-
ùàÿ ìîäåëü íîñèò íàçâàíèå NARCH (Non-linear ARCH) è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà â ñëåäóþùåì âèäå: ( ) ββββ σγαασ 11110 )( −− ++== tttt ufh . Åùå îäíèì îáîáùå-

íèåì ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâûé ARCH-ïðîöåññ: ( ) ββββ σγαασ 111
)(

10 )( −− ++== tttt ugh , ãäå
βββ θθ 11111

)( )0()0()( −−−−− ≤+>= ttttt uuIuuIug . Çäåñü ÷åðåç (.)I  îáîçíà÷åíà

ôóíêöèÿ-èíäèêàòîð, ðàâíàÿ 1 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ, óêàçàííîãî â ñêîáêàõ, è
ðàâíàÿ íóëþ – â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïðè 1=β  ïîëó÷àåì TARCH-ìîäåëü
(Threshold ARCH) [25], à ïðè 2=β  ïîëó÷àåì ìîäåëü GJR, ïðåäëîæåííóþ Ãëî-
ñòåíîì, Äæàãàííàòàíîì è Ðàíêëåì [5]. Êîëè÷åñòâî ìîäèôèêàöèé ìîäåëè GARCH
ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè âåñüìà âåëèêî, áîëåå ïîëíûé îáçîð èõ ìîæíî íàéòè â ðà-
íåå öèòèðîâàííîé ìîíîãðàôèè Ò. Ìèëëñà [15].
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